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Udžbenik yOsnovi elektrotehnike Zbirka zadatakaw namijenjen je 
studentima elektrotehničkih fakulteta, ali ga mogu koristiti i studenti drugih 
fakulteta koji nastavu iz ovog predmeta slušaju po sličnom nastavnom 
programu. 

Udžbenik yxOsnovi elektrotehnike Zbirka zadatakaa koncipiran je 
tako da u potpunosti pokriva oblasti potrebne za pripremanje ispita iz 
predmeta Osnovi elektrotehnike, te sa postojećim teorijskim udžbenicima iz 
ove oblasti, čini jednu cjelinu. 

Zbog obimnosti izložene materije, ali i iz praktičnih razloga za 
čitaoce, udžbenik vOsnovi elektrotehnike Zbirka zadatakaa podijelili smo u 
štampi u četiri dijela-knjige u kojima su obrađene slijedeće oblasti: 

- knjiga 1: Elektrostatika 

-_ knjiga 2: Jednosmjerne struje 

-_ knjiga 3: Elektromagnetizam 

- knjiga 4: Naizmjenične struje i Trofazni sistemi 


Svaka od navedenih oblasti počinje određenim brojem zadataka sa 
kompletnim postupkom rješavanja, a nakon toga dat je određeni broj 
zadataka sa rezultatima, koji su namijenjeni za samostalan rad studenata. 
Cilj ovakvog pristupa bio je da se studentima skrene pažnja na činjenicu da 
je teorijska priprema preduslov za uspješno rješavanje zadataka. 
Zadavanjem zadataka za samostalno rješavanje, studenta podstiče i 
osposobljava za samostalno razmišljanje, donošenje zaključaka i odluka, te 
objašnjenje i razumijevanje teorijskih, fizikalnih zakonitosti i procesa, koje 
su čuli na predavanjima i vježbama putem verbalnog opisa. 

Ovakav pristup i metodologija daje dobre rezultate i studenti moraju 
iskoristiti sve prednosti koje im se na ovaj način pružaju. Aktivno učešće 
studenta, kontinuirano u toku nastave, podstiče ga na samostalnost, 
kreativnost, razvija samoinicijativu i pruža neophodnu sigurnost i odvažnost 
potrebnu za rješavanje složenih inženjerskih problema u praksi. 

Nadamo se da smo ovakvim pristupom omogućili studentima da 
potpunije ovladaju problematikom vezanom za navedene oblasti i na taj 
način lakše savladaju veoma teško i obimno gradivo. 

S druge strane, sigurno će ova knjiga bili i u rukama diplomiranih 
inženjera. Dok se inženjeri budu bavili problematikom obrađenom u njoj, 
nadamo se da će se rado podsjetiti vremena u kojem su rješavali ovakve 
zadatke u atmosferi predispitne nervoze. Iskustvo koje su stekli kasnije, 
otvoriće im nove vidike i danas su sigurno u prilici da još bolje shvate 
suštinu problematike i značaj fundamentalnih znanja, te koliko je važna 
filozofija elektrotehnike. 


Poslije dugo godina rada sa studentima, za nas je pogled unazad 
jasniji put u budućnost, a znanje je najveće bogatstvo i ynajljepši ukras 
čovjekova. 


Matematički aparat koji se ovdje koristi ne izlazi iz okvira osnovnih 
kolegija matematike na prvim godinama tehničkih fakulteta. 

Zahvaljujemo se dr.sci. Enesu Duvnjaković, koji je imao puno 
strpljenja da pregleda rukopis, ukaže na bolje pristupe u primjeni i 
korištenju matematičkog aparata za jednostavnija rješenja u elektrotehnici. 

Imamo posebno zadovoljstvo da se zahvalimo recenzentima prof. 
dr.sci. Zijadu Haznadar i doc. dr.sci. Vladi Madžarević za uloženi trud pri 
recenziji teksta i datim korisnim sugestijama i primjedbama koje. su 
doprinijele pobošljanju kvaliteta ovog udžbenika. 


U Tuzli, aprila 2000. godine 
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ELEKTROSTATIKA 


Nije dovoljno sticati znanje, već ga treba upotrebljavati. 
Ciceron 


Elektrostatika 
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Augustin Charles de. Coulomb (1736-1806), francuski fizičar. Istakao se 
radovima u oblastima mehanike i nauke o elektricitetu i magnetizmu. Jedan 
od najznačajnijih naučnika u oblasti elektrostatike. Izumio torzionu vagu i 
otkrio zakon torzije, što mu je poslužilo za izračunavanje veličine sile kojom 
se privlače ili odbijaju dvije količine naelektrisanja ili magnetnih masa 
(1785). Po Coulombu se naziva jedinica za količinu naelektrisanja. 
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1.1. Kulonov zakon i vektor jačine električnog polja 


LI. Dva tijela zanemarivih dimenzija naelektrisana istom količina 
naelektrisanja, |OrlFlO-|=O, nalaze se u vakuumu na rastojanju 
r=40{cm|j, slika 1.1. Odrediti vektore elektrostatičkih sila koje djeluju 
na oba naelektrisanja, za slučaj da su tijela naelektrisana: 

a) istom pozitivnom količinom naelektrisanja, 020 
b) istom negativnom količinom naelektrisanja, OXO 
c) različitom po znaku količinom naelektrisanja. 


O, 


slika LI 


Rješenje: 


Između naelektrisanih tijela dolazi do manifestacije mehaničke sile koju je 
definisao francuski fizičar Sarl Kulon (Charles Augustin de Coulomb, 1736- 
1806). Vektor elektrostatičke sile kojom jedno naelektrisano tijelo djeluje na 


"drugo naelektrisano tijelo leži na pravoj koju određuju centri naelektrisanja. 


Zavisno od vrste naelektrisanja sila je privlačnog ili odbojnog karaktera. 
Intenzitet elektrostatičke sile, kojom dva naelektrisanja međusobno djeluju, 
definisan je izrazom: 


F=|H= Som a. 

41E 1 
Sila između dva naelektrisana tijela je direktno proporcionalna količinama 
naelektrisanja na tijelima O; i O;, a obrnuto proporcionalna kvadratu 
rastojanja između naelektrisanih tijela. Veličina koja definiše dielektrične 
osobine sredine u kojoj se nalaze naelektrisana tijela naziva se dielektrična 
konstanta €. Najčešče se predstavlja proizvodom 


E£=E£,'£, 


gdje £€, predstavlja dielektričnu konstantu vakuuma, a €, relativnu 
dielektričnu konstantu sredine. Relativna dielektrična konstanta pokazuje 
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koliko je puta dielektrična konstanta neke sredine veća od dielektrične 
konstante vakuuma £21. Dielektrična konstanta vakuuma iZnosi: 


€, = 8,854-107 = Ljer :. 
3671 m 


U zavisnosti od vrste naelektrisanja mogu nastupiti slijedeća tri slučaja: 


a) tijela su naelektrisana istom (pozitivnom) količinom naelektrisanja što je 
prikazano na slikama I.I.a1 1I.b 


€ 
Ć (+ $ 1, 
O, 1 ' (+) 
pa r 
+ — 
= C) 
slika L.I.a slika 1.I.b 


Na slici ILf.a je prikazano djelovanje naelektrisanja O; na tijelo sa 
naelektrisanjem 0-4. Jedinični vektor I, ( (no =1) leži na pravoj koja spaja 
naelektrisanja i usmjeren je od tijela naelektrisanja O; koje djeluje 
elektrostatičkom silom E, na tijelo naelektrisanja O. Vektor sile 


F|, definiše se kao: 


= 0,0, = 


= "To: 
12 41€,r" 10 


(1.2) 


Kako su naelektrisanja istog znaka sila £, kojom naelektrisanje O, djeluje 
na naelektrisanje O; je orijentisana u smjeru jediničnog vektora T, i nastoji 


da naelektrisanje 04 udalji od naelektrisanja O;. Dakle, sila E, je odbojnog 
karaktera. 


Na slici 1.1.b prikazano je djelovanje naelektrisanja O; na naelektrisanje O;. 
Jedinični vektor T,, leži na pravoj koja spaja naelektrisanja i usmjeren je od 


naelektrisanja O; koje djeluje elektrostatičkom silom E,, na naelektrisanje 


0O,. Vektor sile £, definiše se kao: 


= 0,0, ,j 
F, = 2 "120- (13) 
41E,1 
4 Kulonov zakon i vektor jačine električnog polja 


OSNOVI ELEKTROTEHNIKE Zbirka zadataka 


Kako su naelektrisanja istog znaka sila E, kojom naelektrisanje O2 djeluje 
na naelektrisanje O; je usmjerena u smjeru jediničnog vektora T,, i nastoji 


da naelektrisanje O, udalji od naelektrisanja O;. Dakle, sila E, | Je odbojnog 
karaktera. i 


S obzirom da za jedinične vektore Bo i Do vrijedi relacija: 


10 =- 12, AA 
dobija se da je: 
F,=-E,,. (1.5) 


Može se zaključiti da za sile koje se javljaju između naelektrisanih tijela 
vrijedi ista zakonitost kao što vrijedi za gravitacijske sile među masama - 
Njutnov zakon (Sir Isaac Newton, 1643-1727). 


b) tijela su naelektrisana istom (negativnom) količinom naelektrisanja što je 
prikazano na slikama 1.I.ci /.I.d 


slika I.I.c slika I.I.d 


Na slici T.I.e je prikazano djelovanje naelektrisanja O; na naelektrisanje 05, 
a na slici LLd Je prikazano djelovanje naelektrisanja O2 na naelektrisanje 
1. Jedinični vektori I, i T,, nalaze se na pravima koje spajaju centre ova 


dva naelektrisanja i usmjereni su od tijela naelektrisanja O;_ i 0, 
respektivno. I 


Sila F;, kojom naelektrisanje O; djeluje na naelektrisanje O; definiše se 
slijedećim izrazom: 


20) CO), 0, -0, 


F I 
12 Ka 
41€,r ki 416 1 = 


"10: (1.6) 
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Sila F., kojom naelektrisanje O2 djeluje na naelektrisanje O, definiše se 
slijedećim izrazom: 

 (C0)(C0)_ _$%6€P 
£, = 2 "Tag U 2 1%: (1.7) 

= ANE Tr 41E gr 

Poredeći izraze (1.6) i (1.7) može se zaključiti su sile £, i E, usmjerene 
kao i jedinični vektori Ty i T.), što ukazuje na Činjenicu da su sile ponovo 
odbojnog karaktera, odnosno: 


c) tijela su naelektrisana različitim po znaku naelektrisanjima što je 
prikazano na slikama I.I.ei LI Jf. 


£4 2 — 00% 
(zo 


EC - NE 
0, (o r F. ( ) 


(-) O 
slika 1.I.e slika LLI.f 


Na slici 1.1.e je prikazano djelovanje naelektrisanja O; na naelektrisanje 0, 
a na slici 1.1.f je prikazano djelovanje naelektrisanja O; na naelektrisanje O). 
Jedinični vektori Ty i f,, nalaze se na pravima koje spajaju centre ova dva 
naelektrisanja i usmjereni su od tijela naelektrisanja O; i 02, respektivno. 


Sila E, kojom naelektrisanje O, djeluje na naelektrisanje O; definiše se 
slijedećim izrazom: j 


E MI NR je (1.8) 


s Ane ,r" 
Znak minus u izrazu (1.8) ukazuje na suprotnu orijentaciju sile F;, u odnosu 
na jedinični vektor I}, što Znači da sila F£, nastoji da privuče tijelo 04. 


Sila E, je privlačnog karaktera. 
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Sila £, kojom naelektrisanje Oz djeluje na naelektrisanje O; definiše se 
kao: 


= (+0,):-(-0)) = 0,-0, =. 
BE, = ——y 14 = - 23 


= I 1.9 
Za 41e,r? = 41er? 2 u? 


'Na osnovu izraza (1.9) zaključuje se da je sila E,, privlačnog karaktera i da 
nastoji privući naelektrisanje O; ka naelektrisanju O. 


_ U ovom primjeru je pokazano da je Kulonov zakon analogan Njutnovom 


zakonu za gravitacijske sile među masama. Uopšteno govoreći, to je inverzni 
kvadratni zakon { Ve) za centralne sile. Ti ceniri su u elektrostatici 
naelektrisanja, a u mehanici mase. Strogo uzevši, Kulonov zakon vrijedi 
samo za tačkasta naelektrisanja čije su dimenzije male u odnosu na njihovo 
međusobno rastojanje. 

Kulonov zakon je temeljni zakon elektrostatike i na njemu počiva cijela 
oblast elektrostatike. Utvrđen je eksperimentalnim putem 1785. godine 
mjerenjem i korištenjem torzione vage. 


J. Pristly (Josef Pristly, 1733-1804) je iz sličnosti sa gravitacionom teorijom 
zaključio i potvrdio valjanost inverznog kvadratnog zakona za silu među 
naelektrisanjima po analogiji sa pojavom da šuplja kuglasta ljuska ne 
djeluje silom na masu u njoj. 


Kavendiš je 1772. godine (objavljeno tek 1879. godine) obavio i prve 
eksperimente te vrste, (Henry Cavendish, 1731-1810). 


Prvi eksperimentalni test zakona  odbojne sile među  tačkastim 
naelektrisanjima izvršio je J. Robinson 1769. godine ali je ipak, najbolju i 
najpoznatiju demonstraciju učinio Kulon 1785. godine koristeći torzionu 
vagu. 


1,2. Tri tačkasta naelektrisanja O;, 0; i O; smještena su u vrhove 
zamišljenog jednakostraničnog trougla stranice a=14{cm| u vakuumu, 
a naelektrisanje O u težište trougla kao na slici 1.2. Odrediti 
rezultantni vektor Kulonove sile koja djeluje na naelektrisanje O, ako 
je poznato O,j=0z=5S(NnCJ, O3=-10{NCJ i O=15/NC}. 
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slika 1.2 
Rješenje: 


U sistemu naelektrisanih tijela, doći će do pojave međusobnog djelovanja, 
što će se manifestovati elektrostatičkom silom između pojedinih tijela. 
Svako naelektrisano tijelo djeluje na ostala naelektrisana tijela sisterna. 
Rezultanta vektora sila kojom više naelektrisanih tijela djeluje na jedno tijelo 
određuje se sabiranjem istih. 


U ovom slučaju na tijelo naelektrisanja O djeluju odgovarajućim Kulonovim 
silama naelektrisana tijela O1, 02 i O53. Za svako tijelo potrebno je sprovesti 
proračun na isti način kao što je to urađeno u zadatku 1.1. Na slici 1.2.a su 
prikazane sile koje djeluju na tijelo naelektrisanja O. 


O(-) 


slika 1.2.a slika 1.2.b 


S obzirom da se naelektrisanje O nalazi U težištu zamišljenog 
jednakostraničnog trougla, to su naelektrisanja O1, 02 i O3 smještena u 
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: 2 
vrhovima posmatranog trougla, jednako udaljena od naelektrisanja O za — 


3 
visine trougla. Dakle, 


I, =L=B -ih= 


Vektori sila koje djeluju na naelektrisanje O, dati su slijedećim izrazima: 


Fo = PC "To = 1,03 10% "To INI 
01 

Po = e bg = 103-10 5, (NJ) 
072 

Po = u 5, = 20610" -1,{N). 
071 


Rezultanta vektora sila na naelektrisanje O određuje se sabiranjem svih 
vektora sila koje djeluju na posmatrano tijelo: 


F=Bo+tEg +. 


Sve tri sile leže u istoj ravni. Da bi se ova tri vektora mogla sabrati 
neophodno je sile razložiti ma komponente duž osa postavljenog 
koordinatnog sistema, slici 1.2.b. 


Fo =Po tt 1Oy 
Fo = 12% +, 
Fg = Fox. 


Rezultantna sila F može se predstaviti kao suma komponenti duž osa x i y: 


- 


pri čemu su intenziteti komponenti F, i F; određeni na slijedeći način: 
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rn 1 T 
F =Fo OS T Ig We 0087 MI 
1 1 TM sh 
F, = Fo MEN sm Ea S = 20PSNO {N1. 


Intenzitet rezultantne Kulonove sile koja djeluje na naelektrisano tijelo O je: 


F=.{F? +F? =F, = 3,09-10"{N1, 


a vektor rezultantne sile je dat izrazom; 


F=F -j= 3,09-10"-j{NI. 


1.3. Dvije veoma male naelektrisane kuglice stiropora, jednakih masa 
m;=m;,=m=0,03{g) obješene končićima jednake dužine a=0,3{m| o 
tački A nalaze se u vakuumu, slika 1.3. Odrediti naelektrisanje obje 
kuglice, pretpostavljajući da su ta naelektrisanja jednaka, tako da se 
odbijaju na rastojanje r=9{(cm). Mase končića se mogu zanemariti. 


F, 1 
S, 
F, 2 
slika 1.3 slika 1.3.a 
Rješenje: 


Na svaku od ovih kuglica djeluju tri sile: Kulonova sila F,, odnosno F,,, 


gravitaciona sila G i sila reakcije odnosno sila zatezanja konca F,. S 
obzirom na pretpostavku da su naelektrisanja kuglica jednaka i da se kuglice 
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odbijaju, kretanje kuglica trajaće sve do njihovog dolaska u ravnotežni 
položaj. U tom slučaju sve tri sile su u ravnoteži i njihova suma jednaka je 
nuli. 


Pošto je sila reakcije na koncu uvijek jednaka sili kojom se konac zateže, ali 
suprotnog smjera, dovoljan uslov da bi sistem bio u ravnoteži je da 


rezultantna sila E. bude na pravcu konca (između tačke vješanja A 1 kuglice 
1, odnosno 2). 


Za ravnotežno stanje, sa slike 1.3.a, proizilazi: 


G=F,cosa 


F, = Fo sina. 


Odavde je: 
a 
F,=G sine, = Gtga=G 2 I 
COSA, y ž 2 
a || Se 
sila £, = -E,, i |E,|={|E,|. 
E 
F E 2 
(E, = E. =MET{ CT 44,65 |uN| i 
2 
O 
Kakoje : 
1 0? 
b;, = E, = ANE, PS 


dobija se da naelektrisanja kuglica od stiropora iznose: 


O=rjhe,F;, 


O = +6,34-10%(C). 
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Na analogan način kao za dva naelektrisana tijela, može se pomoću 
Kulonove torzione vage ispitivati električna. sila kojom više malih 
naelektrisanih tijela djeluju na jedno malo naelektrisano tijelo. Provođenje 
tih eksperimenata upućuje na vrlo značajan rezultat: ukupna električna sila 
kojom na neko malo naelekirisano tijelo djeluje više drugih, malih 
naelektrisanih tijela, jednaka je vektorskoj sumi sila kojima ta druga tijela 
djeluju pojedinačno na posmatrano tijelo. Ovo predstavlja princip 
superpozicije za Kulonove sile. 


1.4. Tri naelektrisanja O;, 02 i O3=0O|} nalaze se u tri vrha zamišljenog 
kvadrata stranice a, kao na slici 1.4. Odrediti uslov da električna sila 
na naelektrisanje O koje je postavljeno u četvrti vrh kvadrata, bude 
jednaka nuli. 


— 
F, 
-— 
a F; a 
o 1. TO, o Kari: 35 10, 
IN I E I +E i 
€p I Se i F, EN ! F, 3 I 
) N I i Xx ! 
NN N 
a | S ja a i % ra 
I NG I ! % I 
I Sali | NE 
I Ma I H \ I 
I 
Ad KAD SEE LEGO ERIN (SPO ) s, o, PEPEO ep 
a 
slika 1.4 slika 1.4.a 
Rješenje: 


Ako su naelektrisanja 0;=07 i 02 različitog znaka, može se pretpostaviti da 
se rezultantna sila kojom na naelektrisanje O djeluju naelektrisanja O} i 0; 
kompenzira silom kojom naelektrisanje 02 djeluje na naelektrisanje O. Neka 
su naelektrisanja O; i O pozitivna, a naelektrisanje O; (i O3) negativna. 


Uvažavajući uslov da je električna sila na naelektrisanje O jednaka nuli, to 
rezultanta djelovanja sila mora biti u ravnoteži, tj.: 


E +E u A, Sal 


Kako je IE = IE , to se prema slici 1.4.a dobija: 
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We NER 
4 476, 2 


Intenzitet sile" E, jednak je: 


S. O SEE ER 
416, (az) 2 4ne, a" 


Ka 


Sile (E +E) i FE, su suprotnog smjera i da bi se zadovoljio uslov 


" ravnoteže mora biti: 


F, 


=|K +E|, 


odnosno: 


11 0,0_ z 1_x0 


Odavde se dobija uslov pod kojim će sila na naelektrisanje O biti jednaka 
nuli: I 


1.5. Na metalnom kružnom prstenu poluprečnika a=10(cm| zanemarivog 
poprečnog presjeka, ravnomjerno je raspoređena količina 
naelektrisanja O=0,1(nC). Na osi prstena, na rastojanju b=15{cm)| od 
ravni prstena, se nalazi tačkasto naelektrisanje O,=1{pCI. Odrediti silu 
koja djeluje na tačkasto naelektrisanje. Sistem se nalazi u vakuumu. 


s 


z i 4 
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Rješenje: 


Na metalnom prstenu količina naelektrisanja O ravnomjerno je raspoređena 
po cijelom obimu prstena. Gustina podužnog naelektrisanja (prsten je 
zanermnarive debljine) je: 


Prsten se može podijeliti na bezbroj segmenata dužine dl. Na svakom od 
ovih segmenata nalazi se količina naelektrisanja dO=O'd! i može se smatrati 
tačkastim naelektrisanjem. Naelektrisanje dO djeluje na zadano tačkasto 
naelektrisanje O; silom, čiji je intenzitet: 


1_O,dO _ i: OOdI 
416, a"+b'!' 


slika 1.5.a slika 1.5.b 


Pravac i smjer sile dF prikazan je na slici 1.5.a. Ova sila, u cilindričnom 
koordinatnom sistemu može se razložiti na dvije komponente, jednu u 


pravcu 2-ose, dF, i drugu u pravcu r-ose, dF}. Intenziteti ovih komponenti 
jednaki su: 


|ME,| = dFsina. 
|dE.| = dFcosa 


Rezultantna. sila na tačkasto naelektrisanje O; od svih elementarnih 
naelektrisanja dO cijelog prstena jednaka je sumi vektora sila dF: 
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F={(df={dE,+{dF. 


Suma vektora sila dE jednaka je nuli, jer su one orijentisane kao radijalni 
zraci, slika 1.5.b. 


Znači rezultantna sila ima samo z-komponentu, čiji intenzitet iznosi: 


F=E ={dF, = {dFsina. 


- Kakoje: 
ii = = 
r Vat+b?}' 
dobije se: ) | 
= ta O) ja ON fijija 1 O,Obi 
3 a= 3 SP SRP nm 
4r80 (2 pije Mo (2 epi ME ab) 


Rezultantna sila u vektorskom obliku je: 


p_ 1 0%_; 


-k. 
416, (242) 


Intenzitet sile na tačkasto naelektrisanje O, jednak je: 


IH = 030 =23:10""(N). 


A1E, (a? i b?)2 


1.6. Na slici 1.6 prikazana su dva mala tijela čija su naelektrisanja 
0,;=6:10 "(C) i 02=-3:10"(C), koja se nalaze se u vazduhu na 
međusobnom rastojanju d=5(cm)|. Odrediti vektor jačine električnog 
polja u tački P koja se nalazi na rastojanju r,=4(cm) i ra==3(cm|), od 
tijela naelektrisanja O; i O;, respektivno. 
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Ga, d O, 
slika I.6 slika 1.6.a 


Rješenje: 


Kao posljedica Kulonovog zakona, uvodi se pojam jačine električnog ' 


polja E i predstavlja jednu od osnovnih veličina polja. Jačina električnog 
polja definiše se pomoću sile na naelektrisanje, jer je sila vrlo pogodna 
mehanička veličina, koja se direktno osjeća i koja je mjerljiva. 
Naelektrisanja u okolnom prostoru uspostavljaju polje sile, tj. stvara se 
električno polje. 


Električno polje može se definisati kao određeno stanje prostora, tj. kao onaj 
dio prostora u kojem električne sile djeluju na naelektrisanja. Električno 
polje proizvedeno nepokretnim naelektrisanjima i konstantnog iznosa u 
vremenu O(x,y,z,0=const se naziva elektrostatičko polje. 


U prosioru oko naelektrisanih tijela moguće je odrediti jačinu električnog 
polja koja je vektorska veličina. Pozitivno naelektrisana tijela predstavljaju 
izvor električnog polja, a negativno naelektrisana tijela predstavljaju ponor 
električnog polja. Vektor jačine električnog polja u nekoj tački koja se nalazi 
na rastojanju r od naelektrisanja leži na pravoj koja spaja naelektrisano tijelo 
i posmatranu tačku, a smjer je određen vrstom naelektrisanja. 

Intenzitet vektora jačine električnog polja definiše se kao količnik sile i 
naelektrisanja: 


l=({|: 


odnosno 
E= a o {V/m|1. 


A 
NET 


U slučaju da se posmatra sistem naelektrisanih tijela, u nekoj proizvoljno 
odabranoj tački, osjetiće se uticaj električnog polja svakog naelektrisanog 
tijela. Rezultanino električno polje se dobija sabiranjem svih vektora jačine 
električnog polja u posmatranoj tački. 
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Na slici 1.6.a prikazani su vektori jačine električnog polja E, i E, koji 


postoje u tački P usljed djelovanja naelektrisanih tijela O; i O;. Izrazi koji 
definišu ova dva vektora su: 


gi O = e) 
E, = mm "To = 337,5: 1,{V/m}, 
= 0, = 
8, = ba = 20, Ii. 


" Rezultantni vektor u tački P dobija se sabiranjem vektora E, i E, ; 


£,=E,+E, 


Vektori E, i E, leže na različitim pravima u istoj ravni. Da bi se odredio 


rezultantni vektor, neophodno je vektore E, i E, razložiti na komponente. 


Rastojanje d, predstavlja hipotenuzu pravouglog trougla kateta r, i r2, pa je 
za određivanje pojedinih komponenti vektora jačine električnih polja 
pogodno postaviti kordinatni sistem x0y sa ishodištem u tački P, duž pravaca 
kateta, (slika 1.6.a). 


E£,=0:1i+E, J=E,}|, 
E, =|E,|= 337,5(V/m}, 
E, =E,:1i+0:j=E,, i, 
E, =|E,| = 300 (V/m). 
Rezultantni vektor jačine električnog polja je: 
E, =E,,'i+E,'}. 
Intenzitet rezultantnog vektora jačine električnog polja jednak je: 


E, =JE?, +E;, =451,6(V/m)}, 


dok je položaj vektora E, u odnosu na x-osu određen uglom fp: 
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B=arect, Vuja" 
=a —E=——, 
SE, 3 


1.7. = Tanka nit dužine 2a, ravnomjerno je naelektrisana gustinom podužnog 


naelektrisanja g=2(nC/m|. Izračunati električno polje E u tački A na 
rastojanju a=1{m|). Sistem se nalazi u vakuumu, (slika 1.7). 


slika 1.7 


Rješenje: 
Naelektrisana nit može se posmatrati kao niz tačkastih naelektrisanja: 
dO=gdi. 


Svako od ovih naelektrisanja ima u tački A za posljedicu električno polje 
intenziteta: 


(| 
HM a at KO dE. 
di dO=gd! 
slika 1.7.a slika 1.7.b 


nn NA 
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Vektor električnog polja može se razložiti na dvije komponente: dE, i dE, ; 


Suma vektora svih dE, komponenti jednaka je nuli, jer bilo koja dva 
tačkasta naelektrisanja, smještena simetrično u odnosu na osu AA" imaju 


komponente dE, istog intenziteta i pravca, ali suprotnog smjera. Na osnovu 


ovoga, rezultantno polje će imati pravac i smjer komponente dE, i 
intenzitet: 


El = {dE. = {dEcosa = sd} M 


U gornjem integralu pojavljuju se kao promjenljive r, X_i dl, te je 
podintegralni izraz potrebno svesti samo na jednu promjenljivu. Sa slike 
1.7.b zaključuje se da je: 


ra =BC=BC = dl-cosa, 
a =r-cosa. 


Smjenom izraza za r i d{ u jednačini za intenzitet električnog polja, dobija se: 


a 


li cosadae, 


= 


1 COSa, 1 da ==g 
E= di = = 
aJ {2 416, a) rt" Arga 


m 
na 


{ 7 
E= g { cosada = a Sta Vesne 3 
41602 7, 4TE a 4 4 


E=18/2 {V/ ml. 


1.8.  Odrediti intenzitet, pravac i smjer sile kojom tanak štap od dielektrika 
predstavljen na slici 1.8, ravnomjerno naelektrisan po dužini ukupnim 
naelektrisanjem  O=6(nC|, djeluje na  tačkasto naelektrisanje 
O;=0,1{nC| koje se nalazi u tački A. Poznate su dimenzije a=5S{cm| i 
b=2{cm}. 


I A 
slika 1.8 
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Rješenje: 
Sila na tačkasto naelektrisanje O, koje se nalazi u tački A jednaka je: 
F=E0.. 


Prema tome, za izračunavanje sile F neophodno je poznavati vektor jačine 


električnog polja E naelektrisanog štapa u tački A i to od vertikalnog i od 
horizontalnog dijela naelektrisanog štapa. 


Horizontalni dio naelektrisanog štapa može se posmatrati kao kontinualan 
niz tačkastih naelektrisanja. 


slika 1.8.a 


Vektor jačine električnog polja horizontalnog dijela štapa ima samo x 


se Je Lar 2(|". 


Fi : 41, 2ar? — Ane, 2a( r 
1 
WEI ELSE SO) id) 
41e, 2a( b= a+b m 
Vektor jačine električnog polja vertikalnog dijela naelektrisanog štapa ima x 


i y komponentu. Prema slici 1.8.b intenzitet vektora jačine električnog polja 
dijela štapa dužine df jednak je: 


a+b 


Njegove komponente su: 
dE,, = dEycosa, 


dE,, = -dE sina. 
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slika 1.8.b 


Sa slike 1.8.b vrijedi da je: 
rda = dlcosa 
X =TCOSGO, 

gdje je sa x označeno ukupno rastojanje, 
x=a+b. 


Komponenta vektora jačine električnog polja vertikalnog dijela štapa u 
pravcu x-ose je: 


1 1 O rdicosa 
Ey, = |dEy, 4 += 
o NE, Za, =r 


__1 o 45 = 
41Eo 2(a + b),la? +(a+b)? m1| 


Komponenta vektora jačine električnog polja vertikalnog — dijela 
naelektrisanog štapa u pravcu y-ose ima intenzitet: 


T 1 O {dilsina 
E,, =|dE, = = 
ka ! = 41E, 2a3 r? 
I 1 kV 
= Ka MU4 I | 
4ne, 2a| fa? +(a+b)" (a+b) m 


Komponente rezultantnog vektora jačine električnog polja u tački A su: 
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Komponente vektora električne sile na tačkasto naelektrisanje O; u tački A 
sw. 


F, =Ex,:0, =2,338-10%IN|, 
E, =E,:0, =-0,144-10%(N1. 


Intenzitet sile je: 


F=.JF2+F2 =238-107N). 


Vektor sile zaklapa sa x-osom ugao: 


E 
0 = arctg —_ = — I ; 
F; 51,428 


1.9. Nacrtati linije vektora jačine električnog polja za loptu koja je 
naelektrisana po svojoj površini pozitivnim naelektrisanjem. 


Rješenje: 


Za precizno opisivanje električnog polja u svim tačkama dolazi se pomoću 
pojma probnog naelektrisanja. 

Zašto je probno naelektrisanje malo i po dimenzijama i po vrijednosti 
naelektrisanja? 

Svako naelektrisano tijelo utiče na određeni način na raspored elementarnih 
naelektrisanih čestica na okolnim tijelima, pa time i na električno polje koje 
ta tijela stvaraju. Iz tih razloga, dimenzije i vrijednost probnog naelektrisanja 
moraju biti tako mali da se taj uticaj može zanemariti. Da nije tako, 
električno polje se ne bi tretiralo pomoću probnog naelektrisanja, nego bi se 
imalo "novo" električno polje promijenjeno prisustvom probnog 
naelektrisanja. 

Svako električno polje može da se posmatra kao polje koje potiče od 
tačkastih naelektrisanja. Kulonova sila na probno naelektrisanje dobija se 
kao suma vektora sila kojima na probno naelektrisanje djeluju ta 
naelektrisanja pojedinačno. U tom slučaju je i ukupni vektor jačine 
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električnog polja E jednak surni vektora E, koje u nekoj posmatranoj tački 
stvaraju naelektrisanja sistema pojedinačno. 


Za grafičko predstavljanje električnog polja u velikom broju tačaka nacrta se 
vektor E, kao što je predstavljeno na slici 7.9 za slučaj pozitivnog tačkastog 
naelektrisanja. Na slici 1.9 je jasna predstava o intenzitetu i smjeru vektora 
E u cijelom polju. 


Jednostavniji način predstavljanja električnog polja je pomoću linija sile ili 
linija vektora jačine električnog polja. Linije vektora jačine električnog polja 


. predstavljaju zamišljene linije na koje je vektor E u svim tačkama vektor 


pravca tangente. 


slika 1,9 


Primjer predstavljanja električnog polja pomoću linija sile u slučaju 
pozitivnog i negativnog tačkastog naelektrisanja prikazan je na slici 1.9.a. 


slika 1.9.a 
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Analizirajući predstavaljanje električnog polja pomoću linija sile na slici 
1.9.a, ovakvoj predstavi nedostajao bi i intenzitet vektora E. Međutim, iz 
slike linija sile može se i to učiniti, tako da se linije crtaju gušće tamo gdje je 
intenzitet vektora električnog polja veći, odnosno rjeđe tamo gdje je manji. 


Na slikama 1.9.b i 1.9.c prikazane su linije vektora jačine električnog polja 


E za dva tačkasta naelektrisanja istog intenziteta i to za slučaj suprotnog 
znaka (slika 1.9.b) i za slučaj naelektrisanja istog znaka (slika 1.9.c). 


slika 1.9.b slika L.9.c 


Ako bi se u okolinu lopte (L={xeR}|p;Sd(x,a)=p=}) postavilo probno 
naelektrisanje, zbog simetrije, električna sila FE na njega bila bi usmjerena 
duž linija koje počinju u centru lopte. Pošto je vektor sile F jednak 
proizvodu naelektrisanja i vektora jačine električnog polja E , to će i vektor 


jačine električnog polja E biti radijalan u svim tačkama, usmjeren od 
naelektrisane lopte. 


Za vizuelnu predstavu ovoga može se načiniti lopta od pluta, neke plastične 
mase ili slično, prečnika nekoliko centimetara i u nju zabosti nekoliko 
desetina igala ravnomjemo raspoređenih po površini, normalno na njenu 
površ. U tom slučaju može se dobiti jasna prostorna slika linija vektora 


jačine električnog polja E za ravnomjerno naelektrisanu loptu. 
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1.10. Za slučaj veoma dugačkog, kružnog cilindra, ravnomjerno pozitivno 
naelektrisanog po površini, riacrtati linije vektora jačine električnog 
polja E. 


Rješenje: 


Za slučaj zadanog cilindra, linije vektora jačine električnog polja E su 
radijalne linije normalne na njegovu osu. Na slici 1.10 nacrtane su linije 


vektora E, u ravni poprečnog presjeka cilindra. 


Prostorna slika se dobije ako se zamisli da postoji mnogo ovih slika, npr. na 
svaki I{cm} jedan iznad drugog, kroz koje na označenom mjestu prolazi 
naelektrisani cilindar. Ako bi razmatrani cilindar bio negativno naelektrisan, 
slika linija polja bila bi ista, s tom razlikom što bi smjer vektora jačine 
električnog polja E bio suprotan, te bi strelice linija polja bile usmjerene 
prema cilindru. 


slika L.10 


111. Neka je teorijski, neograničeno velika ravna ploča ravnomjerno 
naelektrisana pozitivnim naelektrisanjem. Ako se postavi probno 
naelektrisanje u bilo koju tačku u blizini te naelektrisane ravni, na 
njega će djelovati odbojna sila. Nacrtati linije vektora jačine 
električnog polja E. 


Rješenje: 


Prema uslovima zadatka linije vektora jačine električnog polja E u okolini 
ravnomjerno naelektrisane ravne ploče su poluprave koje počinju na ravni i 


normalne su na nju. Na slici 111 prikazane su linije vektora E u presjeku 
normalnom na ravan. 
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Sa 4 +| {+ -—-—$ 
SME |M|' SG GURU 
zet) NE gr ZE 
a +| |+ +. 
+| {+ 
+— ko. 
LI 
slika 1.11 


1.12. Tri tačkasta naelektrisanja raspoređena su u prostoru kao što je 
prikazano na slici 1.12. Odrediti vektor sile na naelektrisanje 
postavljeno u tački P. Poznato je: 0,=44,28(nCI, 05,=-8,856(nC| 1 
0O3=12,56(nC). 


o, 


6 


O, al2_P O, 
slika 1.12 


Rezultat: Fp=105{UN| 
položaj vektora E u odnosu na x-osu određen je uglom Cp=1,323%7 


1.13. Metalna kugla (K,={x€ R | da(x,a)£p}) poluprečnika R na slici 149 
naelektrisana je površinskom količinom. naelektrisanja o=-8(UC/m 1. 
Odrediti vektor sile kojom kugla i naelektrisanje O;j=16(uC) djeluju 
na naelektrisanje 03=8,856(uC| postavljeno u tački A. Udaljenost 
centra kugle do tačke A je r=60(cm), a udaljenost naelektrisanja 0. do 
tačke A je r,=40(cm}. Zanemaren je uticaj elektrostatičke indukcije. 
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slika 1.13 


Rezultat: FE, =7,81. {N| 


položaj vektora E, u odnosu na x-osu određen je uglom a =0,62551 


1.14. U okolini metalne lopte naelektrisane količinom naelektrisanja 
0/;=-885,6 (pC) nalazi se tačkasto naelektrisanje Or=1{pC/J, slika 1.14. 
Izračunati vektor sile kojom lopta djeluje na tačkasto naelektrisanje. 


Poznato je: 2=S (cm), b=10{cm} i c=1/4. Zanemaren je uticaj 
elektrostatičke indukcije. ' 


slika 1.14 


Rezultat: F;=2,5 {NJ 


položaj vektora E£, u odnosu na x-osu određen je uglom Ctr=1,25% 


1.15. Naelektrisanja O;=-10{nC|, Oz i 03, prikazana na slici 1.15, nalaze se 
u vrhovima jednakostraničnog trougla stranice a=25{cm| u vazduhu. 


Ako je rezultantni vektor elektrostatičkog polja u težištu trougla 
jednak nuli, odrediti iznos naelektrisanja 02 i 03. 
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Rezultat: 0,=03=10|(nC| 


1.16. Tri kugle od provodnog materijala, prikazane na slici 1.16, 
poluprečnika a;, a2=2a, 1 a;=3a; ravnomjerno naelektrisane po površini 
količinom naelektrisanja 01=8,856(nC/m"|, 02:=17,712{nC/m'|_ i 
03=-37,424(nC/m'"|, postavljene su u prostoru sa kordinatama centra 
C,;(-2;0), C,(2;0) 1 C;+(0;-6), respektivno. Odrediti vektor električnog 
polja u tačkama B;(0;6) i B;,(1,9;0). Poluprečnik prve kugle je 
21=0,1{m|. Sve koordinate date su u milimetrima. Zanemariti uticaj 
elektrostatičke indukcije. " ' ; 


slika 1,16 


Rezultat: Eg1=0,663 (V/m| 0g1=1,18561 
Es;=0 (V/ m) 


1.17. Tanka nit dužine a=10(cm| ravnomjerno je naelektrisana gustinom 
podužnog naelektrisanja g=100{pC/m|. Izračunati intenzitet sile na 
tačkasto naelektrisanje O=1{pC| koje se nalazi na rastojanju a od 
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naelektrisane niti. Međusobni položaj naelektrisane niti i 


naelektrisanja O prikazan je na slici 1.17. Dati sistem nalazi se u 
vakuumu. 


slika 1.17 


Rezultat: F = 6888-10 "{N| 
A=N1/8 


1.18. Unutar šupljine kružnog diska, ravnomjerno naelektrisanog gustinom 
površinskog naelektrisanja 0=-44,28(nC/m{|, unutrašnjeg polupečnika 
R1=20{cm| i vanjskog poluprečnika R,=60{cm|), nalazi se kružna 
kontura poluprečnika a=10{cm)} po svom obimu ravnomjerno 
naelektrisana gustinom podužnog naelektrisanja g=35,424{nC/m|, 
slika 1.18. Ose diska i kružne konture se podudaraju. Odrediti 
intenzitet vektora jačine električnog polja u tačkama A i B. Tačka B 
nalazi se na visini Zg=80(cm). 


slika 1,18 


Rezultat: Esa=0 (V/mj 
EžB=-115 (V/m| 


1.19. Šuplji disk, prikazan na slici 1.19, unutrašnjeg poluprečnika R, i 
vanjskog poluprečnika R;, gdje je R,=2R,, ravnomjerno je 
naelektrisan gustinom površinskog naelektrisanja o. Odrediti tačku na 
osi u kojoj je intenzitet vektora jačine električnog polja najveći. 
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slika 1,19 


Rezultat: Z = 0,987R, 


1.20. Dva tanka, jednaka, šuplja diska unutrašnjeg poluprečnika R, i 
vanjskog poluprečnika R;, ravnomjerno su naelektrisana gustinom 
površinskog naelektrisanja +G i -O i postavljena su paralelno kao na 
slici 1.20. Odrediti intenzitet vektora jačine električnog polja u tački A 
na osi ako je poznato: 6=€9, d=R,=2R,. 


slika 1.20 


Rezultat: E, = 0,26 (V/ m| 


1.21. Tri jednaka, tačkasta naelektrisanja O=10%{C). nalaze se u. tačkama 
A(3,0,0), B(0,3,0) i C(0,0,3) pravouglog koordinatnog sistema kao na 
slici 1.21. Odrediti intenzitet sile na tačkasto naelektrisanje 
01=-2 {UC koja se nalazi u tački D3,3,3) 1 intenzitet vektora jačine 
električnog polja u ishodištu. 
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. Rezultat: F= /6. 10%{N| 
E, = 43 -10'(V/ m) 
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Jemison Robert van de Graaf (1901-1967), američki fizičar. Poznat po radu 
u oblasti nuklearne fizike i razvoju akceleratorske tehnike. Konstruisao prvi 
elektrostatički visokonaponski generator u kojem se potencijal stvara na 
račun mehaničkog rada utrošenog na prijenos električnog naelektrisanja, a 
sastoji se od šuplje metalne kugle, koja stoji na stubu od izolatora i kružne 
izolatorske trake za prijenos električnog naelektrisanja. Kugla se može 
nabiti do nekoliko miliona volti, što je dovoljno za ubrzanje jona potrebnih 
za nuklearne reakcije. 
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1.2. Potencijal električnog polja. Rad sila električnog polja 


1.22. Malo tijelo naelektrisanja 0=10"(C) nalazi se u vazduhu, slika 1.22. 
Odrediti potencijal tačaka udaljenih r,=2{m| od naelektrisanog tijela. 


Pre % GE ai 4 
ed % % }t Ž 
/ S x I N 
pd \ i 1 N 
" €) I, \ " € dr r, ;) 
I Dbe——o 4 (ej y 
A '. U H 
\ ; % j) 
NO Pa X y" 
7 
OR mod Fan NN 
slika 1.22 slika 1.22.a 


Rješenje: 


Za svako naelektrisanje O može se u električnom polju jednoznačno 
definisati potencijalna energija. 


Potencijal vektora jačine električnog polja predstavlja funkciju koja 
odražava potencijalno energetsko stanje prostora u okolini naelektrisanog 
tijela i skalarnog je karaktera. Potencijal neke tačke A određuje se kao: 


V, =JE-d. 


 —/ 


Donja granica integrala kod određivanja potencijala predstavlja položaj 
tačke kojoj se određuje potencijal, a gornja granica R predstavlja tačku 
referentnog potencijala u odnosu na kojeg se određuje potencija! date tačke. 
Referentna tačka bira se prema prirodi problema. Za tijela konačnih 
dimenzija položaj referentne tačke je u beskonačnosti, te se potencijal tačke 
A određuje kao: 


Mel Edi: 
A 


Za tijela neograničenih dimenzija referentna tačka se postavlja u konačnom 
dijelu prostora, i to obično na nekoj površi koju karakteriše da sve tačke na 
njoj imaju isti potencijal. 
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U ovom primjeru posmatra se naelektrisano tijelo konačnih dimenzija, koje 
će u okolnom prostoru stvoriti vektor jačine električnog polja: 


E= = s T. 
ANE ,r 
Linije vektora jačine električnog polja su radijalni pravci, te je električno 


polje tačkastog naelektrisanja radijalno. Na slici 1.22.a vektori dri d/ su 
kolinearni, tako se potencijal tačaka na rastojanju r; može odrediti na 
slijedeći način: 


= _\|dr=d s = 
V=JE-d= = |E-dr= O ds? 
E cosZ(B,d) =1 ;, - 41E,r 41E,1, 
V = 0,45(V1 
Izraz 
V= 2, (1.10) 
ANEr 


predstavlja izraz na osnovu koga se određuje potencijal tačaka koje se nalaze 
na udaljenosti r od tačkastog naelektrisanja O u sredini dielektrične 
konstante €. 


1.23. Naelektrisanja 0O;, 02 i O; nalaze se u vazduhu, u vrhovima 
zamišljenog jednakostraničnog trougla kao na slici 1.23. Dužina 
stranice a trougla je  10lcm). Poznata su naelektrisanja 
0,=210"(CI| i 0;=-410""{C}. Odrediti naelektrisanje O; tako da 
razlika potencijala tačaka P; i P2 iznosi -1,8(V1. 


slika 1.23 


Ni I 
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Rješenje: 


Kada se traži potencijal! tačke u čijoj se okolini nalazi više naelektrisanja, 
onda je ukupni potencijal jednak sumi potencijala koje svako tijelo stvara u 
toj tački kad bi bilo samo u prostoru. 

Potencijal tačke P; određen je uticajem sva tri naelektrisanja: 


Vj= Vlo, + Vi, + Ve, k. 


NU obzirom da se radi o tačkastim naelektrisanjima, potencijali koje stvaraju u 


tački P; pojedina tijela određuju se na osnovu izraza (1.10): 


__R 
k ATE,1), 
NM 0; 
2 ANE 
2; 
(JE 
Go ANE; 


= 2 
Ta, = 12 = Tu SOVJE 


pa je potencijal tačke P;: 


1 
Ane a 


V, = 


(0,,3+0,,3+0,3). (LID 


Na isti način se određuje potencijal tačke P;;: 


V, = Vio, + Ve, Ve, 


gdje su potencijali koje stvaraju pojedina naelektrisanja u tački P+: 


0, 


V,, = 
je , 
a ANE); 
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MK = 

202 AJET), 
MES u 
1% AGE; 


Rastojanja između tačke P2 i pojedinih naelektrisanja su: 


_ 23 
= 


a 
Ty = 122 =4' nm, =h 
pa je potencijal tačke P2: 
1 ) 
= 20,,3+20,43+ : (1.12) 
V, - "u 0; 43 


Uslovom zadatka je definisana razlika potencijala tačaka P+; i P+: 
V; — V, =-138 IVI. (1.13) 


Uvrštavajući relacije (111) { (1.12) u jednakost (1.13) dobija se: i 


|al5-2)}r(8=2)}A( B= || == 


41E a 
Rješavajući posljednju jednačinu po nepoznatom naelektrisanju O, dobija se: 


0, = -3,15-10""(C1. 


1.24. Na slici 1.24 prikazana je kružna kontura (kružnica) poluprečnika a. 
Kontura se nalazi u vazduhu i ravnomjerno je naelektrisana količinom 
naelektrisanja O (020). Odrediti: ! I 

a) vektor jačine električnog polja u tački M koja se nalazi na Osi 
kružne konture na visini ZM, 
b) potencijal tačke M. 
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£g 
Ld Ld 
Zuw-_OM Z 
slika 1.24 slika 1.24.a 


Rješenje: 


a) Vektor jačine električnog polja u tački M stvara naelektrisanje O koje je 


ravnomjerno raspoređeno po kružnoj konturi. Da bi se isti odredio 
neophodno je definisati kakvo električno polje stvara količina naelektrisanja 
koja se nalazi na elementu dužine d! kružne konture. 


Posmatranu kružnu konturu moguće je podijeliti na bezbroj elementarnih 
dužina dl koje sadrže elementarnu količinu naelektrisanja dO. Na dužini d! 


" nalazi se podužna količina naelektrisanje iznosa: 


do 


=0 =" (114) 


Svako elementarno naelektrisanje dO u tački M će stvarati vektor jačine 
električnog polja dE. Radi analize, na slici 7.24.a uočava se elementarna 
dužina dl, sa elementarnom količinom naelektrisanja dO;. Ova količina 
naelektrisanja nalazi se na rastojanju r od tačke M i u njoj će stvarati vektor 
jačine električnog polja dE, koji leži na pravcu vektora rastojanja T. S 
obzirom da je kontura naelektrisana pozitivnom količinom naelektrisanja 


(O20) to je vektor jačine električnog polja usmjeren od naelektrisanja dO,. 
Intenzitet ovog vektora je: 


do, 


dE; = 7. 
41€,1" 


(1,15) 


Koristeći prethodno definisanu podužnu količinu naelektrisanja (1.14), 
dobija se: 


Sea iNi 
dO = gd = dl. (1.16) 
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Uvrštavajući realaciju (1.16) u jednakost (1.15) dobija se izraz za intenzitet 
vektora jačine električnog polja u tački M, kojeg stvara količina 
naelektrisanja dO;: 


o 


em); 
81'ae = 


1 


Na osnovu zadate geometrije moguće je posmatrati dijametralno simetričan 
element dužine dl, i vektor jačine električnog polja dE, kojeg stvara 
količina naelektrisanja dO;. Analogno prethodnom slučaju dobija se: 


Vektor dE, leži na pravcu vektora rastojanja T i usmjeren je od 
naelektrisanja dO2. 


Analizirajući dobijene rezultate za vektore dE Pa dE, može se zaključiti da 
su vektori dE sa dE, jednaki po intenzitetu (dE;=dE,=dE) jer se može 


smatrati da su elementarne dužine jednake (dlj=dl,=d{). Vektori dE, koji 
potiču od naelektrisanja dO sa različitih elemenata dužine d!, ne leže na 
istom pravcu, nego obrazuju konus sa vrhom u tački M. Za određivanje 
rezultantnog vektora jačine električnog polja neophodno odrediti rezultantne 
vektore po pojedinim pravcima. Razlaganjem vektora dE na komponente 
Dekartovog koordinatnog sistema zaključuje se da u x0y-ravni uvijek postoji 
par projekcija vektora iste dužine, a suprotne orijentacije koje se poništavaju, 
što znači da je suma projekcija po x-osi i y-Osi jednaka nuli. 


Na osnovu ovoga, može se zaključiti da jedino egzistira rezultantna 
komponenta u pracu ose Z koja se može izraziti kao: 


dE, = dE. cosa, = 2 7 'cosa-:di. 
81 A€,r 
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Sa slike 1.24.a vidi se da je: 
Zu =T:COSG, 


odnosno 


Z 
Cosa = ML 
r 


r=,a"+z}). 


Sabiranjem uticaja svih elementarnih naelektrisanja, rezultantni vektor Jačine 
električnog polja na osi kružne konture u tački M IZNOsi: 


2rna 
E=E, = {dE = | 22 -—9:Zm 
HA z 2 = dl = 
M 


b) Određivanje potencijala u tački M se vrši na sličan način kao i 
određivanje vektora električnog polja. Posmatra se količina naelektrisanja 
dO koja se nalazi na elementarnoj dužini d/. 


(ali ) = —. 


Potencijal u tački M od naelektrisanja dO je: 


Me 


41€E,r 


Ukupan potencijal V kojeg stvara naelektrisana kružna kontura u tački M 
dobija se sabiranjem svih potencijala dV: 


v={av={ o -d! = o (VI. 


2 
0 Br'ae, Ja? +2?, Anegaja? +2), 
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1.25. Tanki kružni disk poluprečnika R, ravnomjerno naelektrisan gustinom 
površinskog naelektrisanja G (020), prikazan je na slici 1.25. Disk se 
nalazi u vazduhu. Odrediti: . In 
a) vektor električnog polja u tački M koja se nalazi na osi kružnog 
diska na visini Zu, 
"" "b) potencijal tačke M. 


Z 
ei 
£, 


52 


slika 1.25 slika 1.25.a 


Rješenje: 


Vektor jačine električnog polja u tački M koja se nalazi na visini Zm od 
centra kružnog diska rezultat je djelovanja površinske gustine naelektrisanja 
o koja je ravnomjerno raspoređena. U ovom zadatku posmatra se jektOr 
jačine električnog polja dE kojeg u tački M stvara količina naelektrisanja 
dO koja se nalazi na elementarnoj površi dS, što je prikazano na slici 1,29:0; 
Količina naelektrisanja dO koja se nalazi na elementarnoj površi dS iznosi: 


dO=o:dS, 
gdje je dS: 
dS=£.-d0-dć. 


Vektor jačine električnog polja dE u tački M u pravcu vektora rastojanja f. 
Njegov intenzitet određen je sa: 


dO _o-d0-6-dć 
Ane r? 


Zbog raspodjele naelektrisanja koja su osno simetrična, moguće je zaključiti, 
slično kao i u prethodnom zadatku, da vektori dE obrazuju konus sa vrhom 
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u tački M. Analizom se utvrđuje da je suma projekcija vektora dE po X-osi 1 
y-osi jednaka nuli: 


te postoji samo komponenta dE, za koju vrijedi: 
dE, = dE-cosa. 


Sa slike 1.25.a intenzitet vektora rastojanja T jednak je : 


r=,2y+6" 


=Zy'COSa, 
odnosno 
PA 
cosa = ML, 
r 


Na osnovu gornjih jednakosti dobija se intenzitet vektora rezultantne jačine 
polja u tački M: ; : 


8=E, = |jan, - PODEE  Sa fa- | AH 


2 
ANE Tr Tr ,| 'z2, +E? ' 


O:Zu 


2e,( fz, +R7 zx) 


b) Ukupni potencijal tačke M je jednak sumi potencijala prouzrokovanih 
količinama naelektrisanja dO smještenim na elementarnim površima dS. 


Količina naelektrisanja dO sa elementarne površi dS stvorit će potencijal dV 
u tački M iznosa: 


E=— (V/mi. 
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dO 
dV = ) 
ANET 


Ukupni potencijal tačke M je: 


v=ljav={I ds Tag. ( $AW$— 


Arne, 46, NET 
v=Z-(f2}+R? -zu)IVI. 
IH 


1.26. Unutar sfere poluprečnika R. nalazi se ravnomjerno raspoređena 
gustina zapreminskog naelektrisanja p (p=0), kao što je prikazano na 
slici 1.26. Sfera se nalazi u vazduhu. Odrediti: ! 

a) vektor električnog polja u tački M koja se nalazi na rastojanju r 
od centra sfere, 
b) potencijal tačke M. 


slika 1.26 slika 1.26.a 
Rješenje: 


Vektor jačine električnog polja u tački M koja se nalazi na rastojanju r od 
centra sfere rezultat je djelovanja gustine zapreminskog naelektrisanja p koja 
je ravnomjerno raspoređena. U ovom zadatku posmatra se vektor jačine 
električnog polja dE kojeg u tački M stvara količina naelektrisanja dO koja 
se nalazi u elementarnoj zapremini dV, što je prikazano na slici 1.26.a. 
Elementarna zapremina dV nalazi se na rastojanju 1) od tačke M. Sa slike 
1.26.a se vidi da rastojanje 1) iznosi 


mn 
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"= Y/p"sin?o +1? — 2prcosO + picos"0, 
n1=,/p" +" — 2prcos0. 


Količina naelektrisanja dO koja se nalazi u elementarnoj zapremini dV 
iznosi: 


dO=p-:dV, 
gdje je dV: 


dV = p.d0-£-da-dp. 


Vektor jačine električnog polja dE u tački M u pravcu vektora rastojanja T), 
a njegov intenzitet je određen sa: 


EM 
Ane, 


Analizom se utvrđuje da će rezultantni vektor ležati na polupravoj određenoj 


sa uglovima a i 0, koja polazi iz centra sfere i prolazi kroz tačku M, odnosno 
da postoji samo komponenta dE,. Intenzitet vektora dE, je: 


dE, = dE- cos = 00 REN ON ; 
AnEN n 


Na osnovu gornjih jednakosti dobija se intenzitet vektora rezultantne jačine 


polja u tački M: 
£ = psinO : 
m = 6" +(r— pcos0)" | 


d6 = 


H __P_{ux( | pe(r— peost) 
a)! grm \g|| RRG 


_ePY}Y sinO(r— pcos) 


Ž 
=-—|Pp dp 7 
2605 ! (p? +Tr" — 2prcosO Np? +T1? —2prcosg 
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pl +r'-2preosg=t"| 9=0— t =|r-p 


=|_ tdt = = 
sinod = — O6=T1 t, =|r+p| 
Pr F 
{r=p| T — Šliai (r+p| 2 
H p 1 { Ir Meti 2 JE =p +tt dt 
28050 dl t pr 26) (29 2prY 
p_R'T y 
I 
Are, |Lm 


b) Ukupni potencijal tačke M je jednak sumi potencijala prouzrokovanih 
količinama naelektrisanja dO smještenim u elementarnim zapreminama dV. 
= Količina naelektrisanja dO sa elementarne zapremine dV stvorit će 
potencijal dV u tački M iznosa: 


dV = do A 
ATEN 


Ukupni potencijal tačke M je: 


= psino 


= tPć = 
v=IIjev= 2 {oo{}Bšanp= NE 
| I Ce +r? -2prcosO =t? 
-+|| ep ( j tdt = 
00 


Ap" +r? —2prcos SOME i. 
|r+e| R |r+p| R 
P_(f 2, pljdt_—p P_f_2 
=— |p'dp | -— = pdp |dt=—|p'dp, 
o.) JE pr Je 1 s" 
NETU 
Vas ty 
ATE,T 


1.27. Dvije vrlo velike ravne metalne ploče naelektrisane su istim 
količinama = naelektrisanja, = ali suprotnog znaka.  Nacrtati 
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ekvipotencijalne linije i linije vektora jačine električnog polja u 
poprečnom presjeku takvog sistema, pod pretpostavkom da je donja 
ploča uzeta za referentnu tačku nultog potencijala, a da je gornja ploča 
na potencijalu V=200{VJ. 


Rješenje: 


Pod homogenim električnim poljem podrazumijeva se električno polje u 
kojem je vektor jačine električnog polja u svim tačkama istog intenziteta, 
pravca i smjera. Homogeno električno polje može se sa većom ili manjom 
tačnošću ostvariti samo u ograničenom dijelu prostora. Na primjer, 


električno polje između dvije paralelne, blisko postavljene ravne provodne 


ploče sa jednakim naelektrisanjima suprotnog znaka je približno homogeno. 


Površi čije su sve tačke na istom potencijalu nazivamo ekvipotencijalne 
površi. Npr. potencijal u električnom polju tačkastog naelektrisanja ima istu 
vrijednost u tačkama na istom odstojanju r od naelektrisanja: 


O 


ATET | 


V= 


U tom slučaju su ekvipotencijalne površi koncentrične lopte, sa centrima u 
naelektrisanju. 


Neka su A i B dvije tačke na nekoj ekvipotencijalnoj površi, slika 1.27, i 


neka je položaj tačke B u odnosu na tačku A određen vektorom d!. Razlika 
potencijala u tačkama A _\i B je nula, jer se obje tačke nalaze na istoj 
ekvipotencijalnoj površi. 


slika 1.27 


Za dvije veoma bliske tačke A i B je: 


V, — V, = Ed! = EdlcosZ(E, di). 
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Prema gornjoj relaciji Va-Vg može da bude nula samo u slučaju ako je ugao 
između vektora Ei d! pravi ugao. 


Kako su A i B proizvoljne tačke na ekvipotencijalnoj površi, slijedi važan 
zaključak: I 
Vektor jačine električnog polja je normalan na ekvipotencijalne površi. 


Kakva je veza između potencijala i vektora jačine električnog polja? 


Neka su A i B dvije bliske tačke u elektrostatičkom polju, kao na slici 
1.27.a. 


slika 1.27.a 


Neka potencijal u smjeru x-ose raste, tako da je Vg=Va+dV. Tada je: 
V,— Va = V,—(V, +dV)=--dV. 

Kako su tačke A i B bliske, razlika potencijala se može dobiti i kao: 
V, — Vg = Edxcosa = E dx. 


Iz gornjih jednakosti dobija se: 


dv 
E, = Ecosa = -—. 

dx 
Znači ako se zna potencijal u svim tačkama polja, može se izračunati 
komponenta vektora E,, koji je normalan na ekvipotencijalnu površ. Gornja 


jednačina ukazuje da je smjer vektora E ka susjednoj ekvipotencijalnoj 
površi nižeg potencijala. Isto tako, porast potencijala u nekoj tački najbrži je 


u smjeru suprotnom od smjera vektora jačine električnog polja E (a=). 


Tada je dx najveće i jednako intenzitetu vektora jačine električnog 
x 


polja E. 
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Pošto je polje između ploča homogeno, na osnovu jednakosti: 


V,=|E-d, 


p — 


može se zaključiti da je potencijal proporcionalan rastojanju posmatrane 
tačke od donje ploče (koja je na referentnom potencijalu V=0{V}). Tako će 
ekvipotencijalne površi biti ravni paralelne sa pločama, a rastojanje između 
tih ravni je proporcionalno potencijalnoj razlici između njih. Potencijalna 
razlika između dvije susjedne ekvipotencijalne površi treba da bude ista za 
cio crtež. U ovom slučaju to znači da ekvipotencijalne površi koje crtamo 
treba da budu međusobno na istom rastojanju. Na slici 1.27.b su tako 
nacrtane ekvipotencijalne linije (presjek ekvipotencijalnih površi sa ravni 
crteža) i na njih normalne linije vektora električnog polja E. Linije vektora 


E su usmjerene od ekvipotencijalnih površi višeg ka ekvipotencijalnim 
površima nižeg potencijala. 


slika 1.27.b 


Na slici 1.27.b ekvipotencijalne linije su prikazane isprekidanom linijom, a 
linije sile punom linijom. 


1.28. Dato je usamljeno tačkasto naelektrisanje. Nacrtati ekvipotencijalne 
linije i linije vektora jačine polja u okolini naelektrisanja. 


Rješenje: 


Ekvipotencijalne linije u ovom slučaju su sfere (S,={xER?|dx(x,a)=p}) sa 
centrima u naelektrisanju, tako da se posmatraju samo ekvipotencijalne linije 
koje predstavljaju presjeke ekvipotencijalnih sfera sa ravni crteža. Potrebno 
je odrediti koje ekvipotencijalne površi treba crtati u polju usamljenog 
tačkastog naelektrisanja da bi dogovor o razlici potencijala između dvije 


susjedne ekvipotencijalne površi bio zadovoljen. Ako je AV željena razlika 


ENV VVVVV Vi ii 
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potencijala između susjednih ekvipotencijalnih površi, njihov poluprečnik se 
dobija iz (1.10). Dakle, ima se 


O 


=—————,; k=12,,-- 
ANE kAV 


rn. 


Ekvipotencijalne linije određene ovom gornjom jednačinom prikazane su na 
slici 1.28. 


slika 1.28 


1.29. Na slici 1.29 prikazan je dipol, čija se naelektrisanja O (020) i O 
nalaze na rastojanju d. Neka je r rastojanje od sredine dipola do tačke 
M u kojoj se traži potencijal, a r, i r_ rastojanje od nalektrisanja O, 
odnosno O do tačke M. Odrediti potencijal i vektor jačine polja 


električnog dipola. 
og = , 
i 
-O T. 
slika 1.29 
Rješenje: 


Pod električnim dipolom podrazumijeva se sistem od dva jednaka 
naelektrisanja suprotnog znaka. Najčešće se smatra da je rastojanje između 
naelektrisanja mnogo manje od rastojanja tačaka od dipola u kojima se 
određuje njegov potencijal i polje. Pojam električnog dipola je izuzetno 
važan za proučavanje dielektrika u elektrostatičkom polju. 


En Te LAN rm DD mi 
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Potencijal u tački M jednak je sumi potencijala koje u: njoj stvaraju 
naelektrisanja O 1—0: I 


o ME |. 


AnE,r; = Are, 4N6,\ 1,1 


M 


slika 1.29.a 


Sa slike 1.29.a vidi se daje : 


jer su r, r, ir. mnogo veći od d. 


Na osnovu toga dobije se da je potencijal u tački M kojeg stvara električni 
dipol jednak: 


u Odcoso 
MC 2 
ATE,r 

Iz gornje jednakosti, može se zaključiti da potencijal polja dipola zavisi od 

proizvoda naelektrisanja O i rastojanja d. Međutim, za određivanje 

potencijala neophodno je znati i orijentaciju dipola. Zbog toga se rastojanje d 

uzima kao vektor d, koji je po dogovoru usmjeren od naelektrisanja O ka 

naelektrisanju O. Proizvod Od karakteriše dipol i po njegovoj orijentaciji i 


po veličini proizvoda Od, i naziva se moment dipola. Uobičajeno je da se 
moment dipola označava sa: 


p=O0d. 


S obzirom da je jedinični vektor uvijek usmjeren od izvora polja prema tački 
u kojoj se traži potencijal ili polje, tada se potencijal tačke M može napisati u 
obliku: 
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Ta 1.30. Dva mala tijela naelektrisanja —O _\1 O, nalaze se u vazduhu na 


= F rastojanju 2d, kao na slici 1.30. Odrediti potencijal na x-osi i iz 
Ane" dobijenog potencijala naći jačinu električnog polja. Nacrtati krive 
V=f,(x) 1 E=f(x). 


Ć Ž U 
i u smjera je porasta ugla 0, vrši se uz uslov da je r mnogo veće od dr, može 
se obaviti na slijedeći način: %G = 
T d d — +Xx 
+— —i 
E dV _ prost 1— FE |e nn A) I 
KOLO" megdr Llodre, U slika 1.30 


pcosO r? -(r+dr)" _ _pcos0 
Ane dr r"(r+dr)" 26) 


Rješenje: 


Potencijal u okolini naelektrisanih tijela određuje se superpozicijom 
potencijala koji nastaju uslijed uticaja pojedinih naelektrisanih tijela. Za 


Np = ge sana sa tad TM 
() j ' 
i % d_, d ,, 
H 
+ d+x = = xx 
- KOJE 


slika 1.30.a 


slika 1.29.b 


Za prvu oblast --d=xxd, prema slici 1.30.a, potencijal se određuje kao: 
Pošto je do malo, može se napisati: 


i 'i V=V V = 1 O = O 20 X 
cos(O + d0) = cosOcosdO — sinOsindO a cos) — dOsin6, =V,+V_= ŽLa " (Ja 
jerje Na osnovu izračunatog potencijala određuje se jačina električnog polja: 
cosd6 =1; sindO = d0. 
E= av u 20. d'+ x? 
me kk 416, (a? -x} 5 
s psinO 


= 3" 
41E,r 
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Za oblast x2d, potencijal se određuje kao: 


== 2)-2 d 


VS VE ije, x+d) 41, xh dd 


+ 
x-d xi+d 


a jačina električnog polja: 


Za oblast x£-d, potencijal je: 


V=V,+V_= 


(2 em 20 —d 


+ SPASE NJEPTE 
Ane,\x+d x-d Are, xh —d" 


a jačina električnog polja: 


Na slici 1.30.b prikazane su promjene potencijala V=f{(x), a na slici 1.30.c 
promjene jačine električnog polja E=f,(x). 


V E, 


MILL 
{| 


slika 1.30.b slika 1.30.c 


(su 


1.31. Naelektrisanje 0=10"{C} nalazi se u vazduhu i prikazano je na slici 
1.31. Odrediti napon između tačaka P; i Pz ako je rastojanje a=l{m). 
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slika 1.31 


" Rješenje: 


Napon između tačaka P; i P; predstavlja razliku potencijala koji vladaju u 
tim tačkama. Uzrok postojanja potencijala u tačkama PX i P+ je naelektrisanje 
O. Potencijal kojeg stvara tačkasto naelektrisanje u nekoj tački definisan je 
relacijom (1.10). Na osnovu (1.10) potencijali tačaka P; i P3 dati su sa: 


O 


H Ane, Sa" 
O 


= Ane, 6a 


PI 
P3 


Razlika potencijala, odnosno napon U, je: 


O 1 
U, = Vp; — Vp2 = ATE 9 OLMVI. 
0 


Napon između dvije tačke A i B se definiše kao razlika potencijala tih 
tačaka. Izraz kojim je definisan napon je: 


R R R B B 
U =V,—V,=|E-d-(E.d={E-dt+{E-d={E-d. 417) 
A B A R A 


E izraza (1.17) se vidi da napon ne zavisi od referentne tačke, nego samo od 
položaja posmatranih tačaka. 


1.32. Odrediti rad sila električnog polja naelektrisanja O=10"(Cc) 
prikazanog na slici 1.32, pri pomjeranju probnog naelektrisanja 
0,=10 "(C) iz tačke P, u tačku P;. Pri pomjeranju probnog 
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naelektrisanja koristiti dijelove putanje P1,234, Za koju je a=l{mJ. 
Naelektrisanje O se nalazi u vazduhu. 


P; 
P; 


P, 
P, 


slika 1,32 
Rješenje: 
Kada se probno naelektrisanje nađe pod uticajem stranog električnog polja, 
onda ovo polje djeluje na probno naelektrisanje Kulonovom silom nastojeći 


da ga pomjeri. Pri pomjeranju probnog naelektrisanja od tačke A do tačke B, 
električno polje će izvršiti rad u iznosu: 


a=0,| BU. 
A 


Električno polje kojeg stvara tačkasto naelektrisanje je radijalno kao što je 
prikazano na slici 1.32.a. Ovo polje prema uslovu zadatka treba da izvrši rad 
pri pomjeranju probnog naelektrisanja iz tačke P; u tačku Le Ako se koristi 
zadana putanja onda je ovaj rad moguće odrediti na dva načina. 

a) krećući se putanjom P;-P2-P; 

b) krećući se putanjom P;-P4-P; 


slika 1.32.a 
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a) Određivanje rada pri pomjeranju probnog naelektrisanja duž putanje 
P,-P2-P; 


A,=0,|E-d. (1,18) 


Ovdje E-d predstavlja skalarni proizvod vektora i zavisi od ugla između ta 
dva vektora. 


Sa slike 1.32.a je vidljivo da se pomjeranje odvija po dva karakteristična 
dijela putanje P;-P2 i P2-P3. Integral u izrazu (1.18) može se rastaviti na dva 
integrala. Dakle, ima se da je 


P, P, 

A,=0,/E dr+o,|E-d. 
P, P, 

Duž putanje P;-P; ugao između vektora jačine električnog polja E i vektora 

elementarnog pomjeraja d/ u bilo kojoj tački putanje je isti i iznosi n/2. Na 

dijelu putanje P;-P; ugao između vektora jačine električnog polja E 1 


vektora elementarnog pomjeraja di u bilo kojoj tački putanje je isti i iznosi 
0. Na osnovu ovoga, rad A, je: j 


5a 6a ć6a 
T 
AG =0, (E-dl-cos—+0, (E-dl-cos0=0, (E-d. 
5a Sa Sa 


Intenzitet vektora jačine električnog polja koga stvara tačkasto naelektrisanje 
O dat je sa: ; 


o 


AnE gr? 


Vektor jačine električnog polja E je funkcija vektora rastojanja T, odnosno 
dr. Da bi se integral mogao riješiti neophodno je podintegralne veličine 


dovesti u vezu. Uz činjenicu da su na djelu putanje P2-P3 vektori dr i di 
jednaki, dobija se da je: 


6a 6a 
= = O = 0,:e _ -16 
A,,=0, JE-d1=0, | dr = zn 310 UN. 
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b) Određivanje rada pri pomjeranju probnog naelektrisanja duž putanje 
P,-P+-P3 


I u ovom slučaju moguće je uočiti na slici 7.32.a, da se pomjeranje odvija po 
dva karakteristična dijela putanje P;-P4 i P4P3. Na ovaj način rad (1.18) se 
može se izračunati kao: 


P, P, 
A, =0,|Ed+0,|Ed 
P, P, 


Na dijelu putanje P;-P4 ugao između vektora jačine električnog polja Ei 
vektora elementarnog pomjeraja d/ u bilo kojoj tački putanje je isti i IZNOSI 
0, dok je na dijelu puta P4-P3 ugao između vektora jačine električnog polja 
E i vektora elementarnog pomjeraja d/_u bilo kojoj tački putanje isti i 
iznosi 12. Dakle, rad A, iznosi 


n_%, O 3-10-%(T). 


6a 6u 
= E-dl.cos0+ E-.d!- = 
A; 0, {-cos %) oo) an 30 


Sa 


Na osnovu proračuna za odabrane putanje pod a) i b) slijedi važan zaključak: 
rad je isti u oba slučaja i ne zavisi od odabrane putanje, nego samo od 
položaja početne i krajnje tačke. 


Ag, =An, 73 10 "(TI 


Provedena analiza omogućava da se izvedu slijedeći zaključci: 

1. Izračunavanje rada rješavanjem integrala (1.18)_ ne zavisi od putanje. 

2. Dijelovi putanje P;-P; i P;-P3 nalaze se na istom rastojanju od izvora 
električnog polja, tako da predstavljaju linije istog potencijala 
(ekvipotencijalne linije). Sile električnog polja duž ekvipotencijalnih 
linija ne vrše nikakav rad. 

3. S obzirom da: 


E-di, 


= nu 


predstavlja napon između tačaka A i B, rad se može napisati i kao: 


B 
A, =0,JE-d=0, U, 
A 
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4. Ako bi se pomjeranje probnog naelektrisanja vršilo duž zatvorene 
putanje P;-P;-P;-P;-P\,, rad bi iznosio: 


Po Po RO RO 
A =0,|E-d+0, JE-d =0,(E-d-o, jE-d = 
P; P; P; P, 
= A; A, =0 |} 
Prema tome, rad sila električnog polja duž zatvorene konture jednak je nuli. 


1.33. Odrediti rad I sila električnog polja malog tijela naelektrisanja 
0=10 ICI pri pomjeranju probnog naelektrisanja 0O;=10"(C1), u 
vazduhu iz tačke A u tačku B po putanji datoj na slici 1.33. 


slika 1.33 


Rješenje: 


Rad sila elektrostatičkog polja naelektrisanja O pri pomjeranju probnog 
naelektrisanja O; duž putanje ACDB može se izračunati kao: 


B G D B 
A=(0,Edi=0,|Ed+0,|Ed+o,|Ed, 
A A (Mi D 
c_2P B 
A=0, |Ed sjeme (ga) ; 
A C Đ 
SA zagradi u gornjoj relaciji predstavlja sumu napona između pojedinih 
čaka: 


A =O, (UHU +Uz;), 


pri čemu su naponi jednaki razlici potencijala između tačaka AC, CD i DB. 
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Dakle, 
U, = Va Ve. 
Us = Ve sa V, , 


Ups = Vp_Vg- 


Potencijal tačke koja se nalazi na rastojanju r od tačkastog naelektrisanja 
određen je relacijom (1.10). 


O 
V.=W%r Area ' 
o 
V, = Hi 
P aneya/?2 
Y O 


u 41, (a u Ya) i 
Odavde je: 


A= 0,((v, -Ve)+(Ve -Vp)+(V; -Vx))= 
=0, Sa = 585,8-10—1J)I, 


A = 5858-10|J). 


1.34. Dva tačkasta naelektrisanja nalaze se u vazduhu kao na slici 134. 
Odrediti jačinu električnog polja i potencijal u tački T, ako je 
0;=0;=0,5(NC1. 


b6cm 
N I O. 
o, \ ! Pa u 
1200 i j 
Ne i a Ž / 
\ I / 
\ I /6cm 
6cm Šu I / 
22, iko I 
U EOZ/ 
Po 
NIZ 
s 
T 
slika 1.34 
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Rezultat: E, =12,57 |V/em| 
V+ =0 {v| 


1.35. Metalna naelektrisana lopta, prikazana na slici 1.35, nalazi se na 
potencijalu 100(VI. Koliko iznosi potencijal tačke A i kolika je jačina 
električnog polja u toj tački. 


10cm 


-- 5 ---—----4P 


slika 1.35 


Rezultat: Va=50{(V| 
Ex=500(V/m| 


1.36. Četiri mala tijela istih naelektrisanja O=1{nC}) nalaze se u vrhovima 
kvadrata stranice a=3(cm|, kao na slici 1.36. Odrediti potencijal u 
presjeku dijagonala kvadrata i potencijalnu razliku između te tačke i 
sredine jedne od stranica kvadrata. 


mm —————- $ 
(o) IX a 
! 5 pd I 
I % Pag | 
I A/ i 
sa. PARNI ; be 
l Pa ! X I 

I Pr I "N 
IZ ! NG i 
GP sub zzo3a 
B a 
slika 1.36 


Rezultat: V.,=1,692 (kV); Vg=1,74 {kVJ 
Va-Vp= -48 {VI 
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1.37. Data su dva tačkasta naelektrisanja. Nacrtati ekvipotencijalne linije i 
linije vektora jačine polja u okolini naelektrisanja za slučaj kada su 
oba naelektrisanja pozitivno naelektrisana i za slučaj kada su 
naelektrisanja raznoimeno naelektrisana. 


Rezultat: 


H 
' 
H 
I 
i 
' 
I 
1 


H 
? 
H 
I 
i 
U 
I 
U 
I 


slika 1.37 


Linije sile (isprekidane linije) i ekvipotencijalne linije (pune linije) za slučaj 
dva tačkasta naelektrisanja istog znaka (+O). 


slika 1.37.a 


Linije sile (isprekidane linije) i ekvipotencijalne linije (pune linije) za slučaj 
dva tačkasta naelektrisanja suprotnog znaka. 


60 Potencijal električnog polja. Rad sila električnog polja 


OSNOVI ELEKTROTEHNIKE Zbirka zadataka 


1.38. Odrediti napon između tačaka A i B. Naelektrisanja tačkastih 
naelektrisanja su O,=16(pC|I i 0,=-8{pC1, slika 1.38. 


slika 1.38 
Rezultat: UAs=0,078 (VI 
1.39. Tri tačkasta naelektrisanja postavljena u vrhove jednakostraničnog 
trougla stranice a=1,2{m| nalaze se u vazduhu, kao na slici 1.239. 
Izračunati napon između tačaka A i B. 


Poznato je: O0,=0;=0,6{(UCJ i O;=-L,2{NCI. 


O, 


slika 1,39 


Rezultat: Uag=0 (VI 


1.40. Dva tačkasta naelektrisanja nalaze se u vazduhu kao na slici 1.40. 
Odrediti razliku potencijala između tačke A i tačke B. 
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+ 


-O 
slika 1.40 


Rezultat: Uag=O{V| 


1.41. Metalni štap dužine 27 na slici 1.41, ravnomjerno je naelektrisan po 
svojoj dužini naelektrisanjem g. Odrediti izraz za napon između 
tačaka A i B. 


A 
? 
I 
I 
I 
I 
i 


I | 
SE ; : B 
——-——-—--- — 
NEDE: KRMENNE) | Ž tg 


slika 1.41 
4 


Rezultat: U,; = —— in 1+Y2 (VI 


21, == 43 


1.42. Dvije metalne kugle poluprečnika R;=6|cm| i R2=4{cm} ravnomjerno 
su naelektrisane gustinama površinskog naelektrisanja 
01=17,712{UC/m') i 0+,=-8,856 {UC/m|, nalaze se u vazduhu na 
međusobnom rastojanju r od centara kugli, slika 1.42. Odrediti rad sila 
elektrostatičkog polja pri pomjeranju probnog naelektrisanja O; iz 
tačke B u tačku A. Udaljenost centra prve kugle do tačke A je ista kao 
i udaljenost centra druge kugle do tačke B i iznosi rja=r2s=60{cm), a 
udaljenost centra prve kugle do tačke B je ista kao i udaljenost centra 
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druge kugle do tačke A i iznosi r,p=raa=40{cm|. Zanemaren je uticaj 
elektrostatičke indukcije. 


slika 1.42 


Rezultat: A=29,32 {nJJ 


1,43. Kružna kontura ravnomjerno naelektrisana gustinom podužnog 
naelektrisanja, data na slici 1.43, nalazi se u vazduhu. Izračunati rad 


sila električnog polja pri pomjeranju probne količine naelektrisanja od 
tačke B do tačke A. 


Rezultat: A, = 0, = 4 =) (31 
€0 


ma RT DT a S mn a 
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1.44. Odrediti rad sila električnog polja štapa na slici 1.44, ravnomjemo 


naelektrisanog gustinom podužnog naelektrisanja g, pri pomjeranju 
probnog naelektrisanja O, iz tačke A u tačku B. 


A a B 
"—— 32 
I I 
I I 
I I 
12 I 
i I 
a I i 
Ji 2a , 
slika 1.44 
a 
1+y2 
Rezultat: A = 49; ln 2 UJ 


ne, 2+45 


1.45. Na slici 1.45 prikazan je metalni tanki šuplji disk naelektrisan po 
površini količinom naelektrisanja -o=const. Izračunati rad sila 
električnog polja pri pomjeranju probne količine naelektrisanja O; iz 
tačke 1 u tačku 2. 


2R 


slika 1,45 


Rezultat: A = = č (NR -45- 1) DI 
(MI 
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1.46. U vazduhu se nalazi kružni disk ravnomjerno naelektrisan gustinom 
površinskog naelektrisanja 0=-44,28(nC/m"| i kružna kontura 
ravnomjerno naelektrisana podužnom = količinom naelektrisanja 
g=35,424{pC/m|}, slika 1.46. Odrediti rad sila električnog polja pri 
pomjeranju probnog naelektrisanja Oj=M{nC| duž putanje od A do B. 
Poluprečnik kružnog diska je R;=1{cm|, a poluprečnik kružne konture 
je R,=2{(cm). 


£ 
o 
+ 


$cm 


slika 1.46 


Rezultat: A=0,691{(nJ) 


1.47. Dva tačkasta naelektrisanja data na slici 1.47, nalaze se u vazduhu. 
Odrediti rad sila elektrostatičkog polja pri pomjeranju naelektrisanja 
duž putanje od tačke A do B. 


A 
? 
F 
! 
EG) d! 
i 
U 
I 


+O d 


d/2 


U 
s 
B 
slika 1.47 


Rezultat: A=0O (J| 
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Karl Friedrich Gauss (1777-1855), njemački matematičar i astronom. 
Svestrani je matematički genij i jedan od najvećih matematičara uopće. U 
vezi s teorijom dijeljenja kruga riješio je problem konstrukcije pravilnih 
mnogouglova. Prvi je konstruisao pravilan 17-ugao. Bavio se svim 
oblastima matematike, a posebno algebrom i aritmetikom. Mnogo formula, 
teorema i geometrijskih pojmova nose naziv po njemu. Za potrebe 
astronomije načinio matematičke tablice koje su i danas u upotrebi. 
Proračunao je putanju najvećeg planetoida Ceresa, koji se bio izgubio iz 
vida kratko nakon što je bio otkriven. Ceres je ponovo nađen tačno na 
mjestu koje je odgovaralo Gaussovom proračunu. U nastojanju da se stvori 
neprolazna pramjera (etalon) magnetizma Gauss je predložio sistem 
jedinica CGSG kojem su osnovne četiri jedinice: za dužinu centimetar, za 
vrijeme sekunda, za masu gram, a za "slobodni magnetizam" (tadašnja 
terminologija) ona količina "magnetizma"! kojom na isto toliku količinu 
djeluje silom gem/s', ako su jedna od druge udaljene 1 cm. 
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1.3. Fluks vektora jačine električnog polja. Gausov zakon 


1.48. U homogenom električnom polju, u vazduhu, nalazi se kocka stranice 
a. Linije električnog polja su normalne na dvije naspramne stranice 
kocke. Odrediti fluks vektora jačine električnog polja kroz kocku. 


Rješenje: 


Fluks vektora jačine električnog polja je bitna fizička veličina, koja pokazuje 
mjeru broja linija vektora električnog polja koje prolaze kroz neku površ. U 
najopštijem slučaju fluks vektora jačine električnog polja dp) se definiše 
skalarnim proizvodom vektora jačine električnog polja i vektora elementa 


površine na kojoj vektor jačine električnog polja ima konstantan iznos. 
Dakle, 


d)=E-dS. 


Vektor elementarne površine dS definisan je sa: 


dS=dS-1. 
Vektor normale Ni leži na pravcu koji je normalan na površinu, a smjer mu 
se određuje na jedan od slijedećih načina: 
- — proizvoljno, ukoliko kontura na koju se oslanja površ nije orijentisana, 
- ukoliko je kontura na koju se oslanja površ orijentisana, smjer se 
određuje na osnovu pravila desnog zavrtnja u odnosu na orijentaciju 


konture 
- — za zatvorene površi usmjerenje vektora normale na površ je ka vanjskom 
prostoru. 
— 
n, 
slika 1.48 
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Na slici 1.48 prikazana je kocka stranica a koja se nalazi u homogenom 
električnom polju. Zadatkom je potrebno odrediti fluks vektora jačine 
električnog polja kroz površinu kocke. Površina kocke je sastavljena od šest 
stranica kocke, što znači da je ukupni fluks kroz površinu kocke jednak sumi 
šest flukseva kroz pojedine stranice kocke. 


n=6 
$= Ž $;. 
i=l 
gdje je fluks kroz površinu jedne stranice kocke jednak: 
$: = |E-ds. 
Si 


Kocka je zatvorena površ, tako da je vektor normale usmjeren ka vanjskom 
prostoru što je i prikazano na slici 1.48 za svih šest stranica. 


Fluks vektora jačine električnog polja kroz pojedine stranice kocke iznosi: 


0), = JE-ds= JE-dS- cos =0(Wb), 
5, 


S, 


9, = JE-ds= |E-dS- cos =0{Wb), 
S, 


S; 

$; = (E-dS= (E-dS-cosi =0|Wbl, 
S, Ki 2 

$, = JE-ds= JE-dS- cos =0Wbl, 
Sa Sa 

$5 = JE-dS= |E-dS-cos0 =E-a?(Wbj, 
S Ss 

bs = JE-dS= (E-dS-cosn=--E-a"{Wb). 
S; Se 

Ukupan fluks kroz površinu kocke iznosi: 


$=b), +b,+b;,+b,+6:,+06, =E-:a"—-E-a? =0(Wbl|. 
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Zbog toga što je izvor električnog polja izvan zatvorene površi, linije polja 
presijecaju zatvorenu površ paran broj puta. Svaki naredni elementarni fluks 
je suprotnog znaka od onog koji prethodi, a kako su im vrijednosti iste 
slijedi da je ukupan fluks jednak nuli, odnosno: 


$=fE-ds=0. 
y |! 


Problem je moguće riješiti primjenom Gausove teoreme (Carl Friedrich 
Gauss, 1777-1855) koja uspostavlja direktnu vezu između vektora jačine 
električnog polja i zadate raspodjele električnih naelektrisanja. 


Gausova teorema glasi: izlazni fluks vektora jačine električnog polja, kroz 
zatvorenu površinu u homogenoj i izotropnoj sredini, jednak je količniku iz 
naelektrisanja koje je obuhvaćeno tom površinom i dielektrične konstante 
sredine, pri čemu oblik površine ne utiče na vrijednost fluksa: 


$=fE-ds= 2. (1.19) 
s € 


. Primjenom Gausove teoreme na dati problem može se uočiti da unutar kocke 


nema naelektrisanja, odnosno da je desna strana izraza (1.19) jednaka nuli. 
Na osnovu toga fluks kroz površinu kocke je: 


0 
$=fE-dS=—=0|(Wbj. 
s €4 


1.49. Na osi kružne konture poluprečnika a=15:10?{m} u vazduhu se nalazi 
tačkasto naelektrisanje O=-10-10""{CT, slika 1.49. Svaka tačka kružne 
konture podjednako je udaljena od tačkastog naelektrisanja za 
rastojanje b=30:107{m|). Odrediti fluks vektora jačine električnog 
polja tačkastog naelektrisanja kroz površinu kružne konture (kruga). 
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RO 


slika 1.49 slika 1.49.a 
Rješenje: 


Tačkasto naelektrisanje u okolnom prostoru stvara električno polje 
radijalnog karaktera. Na pojedinim dijelovima površi koja se oslanja na 
kružnu konturu intenzitet električnog polja nije isti. Fluks vektora jačine 
električnog polja kroz površinu koja se oslanja na kružnu konturu jednak je: 


9 = | EdScosZ{E, ds), 
S 


i zavisi pored intenziteta vektora E i dS i od vrijednosti kosinusa ugla 
između ta dva vektora. Zbog radijalnog karaktera električnog polja i položaja 
kružne konture u odnosu na tačkasto naelektrisanje ugao između vektora E i 
vektora normale na površinu nije isti za sve elementarne površine. Zbog 
različitog intenziteta vektora jačine električnog polja na pojedinim 
elementarnim površinama i različitih uglova rješavanje integrala je otežano. 


Da bi se problem pojednostavio primjenit će se Gausova teorema, za koju je 
potrebno je formirati zatvorenu površ S. Na slici 1.49.a prikazana je 
zatvorena površina, koja je sastavljena od površine oslonjene na kružnu 
konturu i nad njom površine kalote. Za slučaj odabrane zatvorene površine 
koja ne obuhvata naelektrisanje, fluks vektora jačine električnog polja 
definisan pomoću Gausove teoreme iznosi: 


Ara do Bi TED Ri am an 
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Međutim, ovaj fluks je sastavljen od fluksa kroz površinu koja je oslonjena 
na kružnu konturu $xx i fluksa kroz površinu kalote Pxu. 


P=bixxtbka 
Pošto je ukupan fluks vektora električnog polja jednak nuli slijedi da je: 

$Pkk = Pa: 
Zatvaranje površi pomoću kalote odabrano je zbog toga što je svaka tačka na 
toj površi jednako udaljena od tačkastog naelektrisanja, te je time 
obezbjeđeno da je intenzitet vektora jačine električnog polja u svakoj tački te 
površi isti. Obzirom da kalota predstavlja dio sferne površine sa centrom koji 
se poklapa sa položajem tačkastog naelektrisanja, onda je vektor normale na 
sfernu površinu na istom pravcu kao i vektor jačine električnog polja. Time 
je obezbjeđeno da je ugao između vektora jačine električnog polja i vektora 


normale u bilo kojoj tački površine kalote isti i prema slici 1.49.a iznosi Tr. 


Intenzitet vektora jačine električnog polja na površini kalote je: 


o 


= debi 
Površina kalote iznosi: 

Su = 21b(b—/b{—a?). 
Dakle, fluks kroz površinu kalote je 


bx = JE-ds= PE-dS-cosn=--E:Sku = -7,536 |Wb|. 


Skal Ska 


Odavde je fluks vektora jačine električnog polja kroz površinu kružne 
konture: " 


$xx = obxa = 17,536 (Wb1 . 
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1.50. U homogenom električnom polju jačine E=200{V/m) nalazi se ravna 
površ čiji je rub jednakostranični trougao stranice a=20|cm|, kao na 
slici 1.50. Odrediti fluks vektora jačine električnog polja E kroz tu 


površ. 
LA + SRI, 
v/dA _——— BE 
—— 
RE 
slika 1.50 
Rješenje: 


Ravna površina se nalazi u homogenom električnom polju. Fluks vektora 
jačine električnog polja E kroz tu ravnu površinu određuje se izrazom: 


b=}ES, 
odnosno 
b= EScos(E, ii), 


gdje Ti predstavlja vektor normale na posmatranu površ S. 


C 


s 1/6 E 
T 
A,B 


slika 1.50.a 


Prema slici 7.50.a za usvojeni vektor normale 1, ugao između vektora 


jačine električnog polja i vektora normale fi na površ je u6. 
Površina jednakostraničnog trougla iznosi: 


a"/3 


S=— 
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Na osnovu ovih podataka fluks vektora jačine električnog polja je: 


Ako bi se smjer normale izabrao suprotan (Ti =-N), tada bi ugao između 
vektora jačine električnog polja E i vektora normale Ti iznosio: 


U tom slučaju fluks vektora jačine električnog polja E kroz ravnu površinu 
bi bio: 


Na osnovu ovoga, može se zaključiti da promjena orijentacije normale na 
površ mijenja znak fluksa vektora jačine električnog polja E kroz tu površi. 


1.51. Odrediti fluks vektora električnog polja kroz krug poluprečnika R, ako 
se intenzitet vektora jačine električnog polja E mijenja po zakonu 
_ E=ar (c=l{y/m'|), a smjer polja dat je na slici 1.51. 


OE 


(= 
DD b------ 
- 


slika 1.51 
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MCUKEG 1.52. Veoma dugačka pravolinijska nit na slici 1.52, nalazi se u vazduhu i 
Poe ravnomjerno je naelektrisana po svojoj dužini. Na udaljenosti r; od 
' če š Aki :x ; ; F=cr niti, električno polje naelektrisane niti djeluje na probno naelektrisanje 
S obzirom da je intenzitet vektora Jačine električnog polja dat izrazom , KOJA ! ; Cnih pr I i 
fluks vektora jačine električnog polja E kroz krug određuje se kao: 0,=10 {ICI odbojnom silom F=10 {NJ. Odrediti gustinu podužnog 
naelektrisanja niti O". 
$= { FdS. = (o 
s 
s saa H o gg 
Na slici 1.51.a prikazana je elementarna površina dS, pri čemu je: _——n_%_ PE 
dS=2z2z4dr. ' z 
Sa slike 1.51.a, moguće je uočiti slijedeće: 
Z=RsinO, slika 1.52 
r=2R-—Rcos6, Ke 
dr = Rsin0d6. Rješenje: 


Na osnovu pozitivnog probnog naelektrisanja i odbojnog karaktera sile 
kojom naelektrisana nit djeluje na probno naelektrisanje, zaključuje se da je 
nit naelektrisana pozitivnom vrstom naelektrisanja. Raspodjela električnog 
polje u okolini naelektrisane niti je radijalna, u cilindričnom koordinatnom 
sistemu. Vektori jačine električnog polja i vektor sile na probno 
naelektrisanje nalaze se na istom pravcu 1 istog su smjera. Intenzitet vektora 
jačine električnog polja na udaljenosti r, može se izračunati, na osnovu 
u jačine sile, na slijedeći način 


-_ 


' = = F 
slika 1.51.a |H=0, |E|=E= o = (V/m1. (120) 


Na osnovu ovih relacija, fluks vektora jačine električnog polja kroz 
posmatrani krug dat je sa: 


db= IECG = {EdscoslE,i)= 
s s 


/ n 
= (e(2R —Rcos9)- 2RsinO RsinOdO cos = 
(mu 


= cR{(2- cosg))- sin?0 db = CR". 
0 


Dakle, 


$ = NR? (WbI. 


n 
slika 1.52.a 


PR RT RI DT TJ JA Ed a = 
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Za određivanje podužne gustine naelektrisanja niti primjeniće se Gausova 
teorema. Da bi se primjenila Gausova teorema neophodno je obezbijediti 
zatvorenu površ. Zbog prirode problema najpogodnije je naelektrisanu nit 
zatvoriti u cilindar poluprečnika baza r, i visine h, kao na slici 1.52.a. 


Nit je naelektrisana gustinom podužnog naelektrisanja O'. Na visini niti h 
ukupna količina naelektrisanja iznosi: 


0=0'h. 


Fluks vektora jačine električnog polja za ovako definisanu površ dat je 
izrazom: 


Sk 


€ 


= O 

de |: 2 (121) 
s €0 

Ovaj fluks predstavlja ukupni fluks kroz zatvorenu površ, a sastavljen je od 

fluksa kroz površ donje baze cilindra 6), fluksa kroz površ omotača 


cilindra bi fluksa kroz površ gornje baze cilindra 6, . Dakle, 


+= $s,, +0s, +6s,. 


Prema slici 1.52.a uvažavajući uglove između vektora jačine električnog 
polja i vektora normale na zatvorenu površinu, pojedini fluksevi su: 


us T 
= J|E-dS= |E-dS-cos—=0 |Wb|, 
ds, JE S J 005 |wb| 


Sta Spi 
bs = JE-ds = JE-4S-cos0 =E:S,{Wb), 
KJu So 


-_- T 
$s,, = JE-ds= | E-AS-cos==0 (wb). 


Sv2 Sa 


Dakle, ukupan fluks kroz zatvorenu površinu cilindra jednak je samo fluksu 
kroz omotač: 


b=b65, =E:S,- (1.22) 
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Površina omotača cilindra iznosi: 
S, = 2mh. 


Za izračunatu jačinu električnog polja (1.20), izjednačavajući izraze (1.21) i 
(1.22), dobija se da je podužna gustina naelektrisanja 


O'= 2E1€ ,1;, = 2{nC1. 


Na osnovu prethodnog razmatranja moguće je izračunati intenzitet vektora 
električnog polja, kojeg stvara neograničeno dugi pravolinijski provodnik 


_ naelektrisan gustinom podužnog naelektrisanja O' pomoću formule 


o 


E= ' 
2TE Tr 


1.53. U unutrašnjosti kugle od materijala relativne dielektrične konstante 
€7=2, poluprečnika R=0,5{m| nalazi se raspoređena količina 
naelektrisanja čija se gustina zapreminskog naelektrisanja mjenja po 
zakonu Pp(r)=e-r (c=1,8:10? (C/m"}), slika 1.53. Izvan kugle je 
slobodan prostor gdje nema naelektrisanja. Izračunati potencija! Vo u 
centru kugle. 


slika 1.53 


Rješenje: 
Potencijal Vo u centru kugle određuje se kao; 


v.={E-a, 
o 
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gdje je tačka referentnog potencijala uzeta u beskonačnosti, jer je kugla 
konačnog poluprečnika. Pri kretanju od centra kugle do tačke referentnog 
potencijala prolazi se kroz dvije sredine: sredinu sa dielektričnom 
konstantom €=£,€9 u kojoj postoji vektor jačine električnog polja Eg, i 
sredinu sa dielektričnom konstantom tg u kojoj postoji vektor jačine 
električnog polja E ,;- 


Na osnovu postojanja dva vektora jačine električnog polja E,, i Eo. 


određivanje potencijala u centru kugle se vrši na slijedeći način: 


R gp _ 
Vo={Eg d+{E dl. 
o R 


Određivanje vektora jačine električnog polja Eg, i E o), vrši se primjenom 


Gausove teoreme. 


slika 1.53.a slika 1.53.b 


Na slici 1.53.a prikazana je zatvorena površina poluprečnika r (0-r£R), kroz 
koju se određuje fluks vektora jačine električnog polja E 4). 


30 


GEN 


Naelektrisanje koje je obuhvaćeno zatvorenom površinom poluprečnika r, 
predstavlja gustinu zapreminskog naelektrisanja p koja se nalazi u zapremini 
unutar zatvorene sfere poluprečnika r 


So=fp:av={e-r-dv. 
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S obzirom da je izvor polja pozitivno naelektrisanje i da je polje radijalno, a 
da je normala na zatvorenu površ usmjerena ka vanjskom prostoru onda je 


ugao kojeg stvaraju vektor jačine električnog polja E4, i vektor normale 
Ti jednak 0. Na osnovu toga je: 


S 0 
Poz , berrf 
-4-T = =; 
KLON GCC 
2 
GT 
Ex= žea (V/m| 


Na slici 1.53.b prikazana je zatvorena površina poluprečnika r_(ŽR), kroz 
koju se određuje fluks vektora jačine električnog polja polja E ,,. 


Naelektrisanje koje je obuhvaćeno zatvorenom površinom poluprečnika r, 


predstavlja gustinu zapreminskog naelektrisanja p koja se nalazi u zapremini 
unutar kugle poluprečnika R. 


I u ovom slučaju, ugao kojeg stvaraju vektor jačine električnog polja Elo, i 


vektor normale ni jednak je 0. Na osnovu toga vektor jačine električnog 
polja E\,) se određuje kao: 


TE 


PE, dS=—{c-r-4-n-r"-dr, 
s €£0% 
4-c.-x Rf? 
2 
E,, 4-1 T" = = 4" 
c:Rf 
E 4, = ME (V/m) 


Uz definisane vektore Ea; i En. i uz uslov da vektori dr i d! jednaki 


određuje se potencijal u centru kugle: 
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R co R = ; 
E .d=\|E._.d CR i 
vo = PB def Bo dl=|Eg dr+|Eo, dr=— (5) 
m s u R o r 
Vo =7A(VI 


1.54. Na slici 1.54 prikazana je kugla od materijala dielektrične konstante 
€0, poluprečnika R; koja u svojoj unutrašnjosti posjeduje šupljinu 
ispunjenu vazduhom poluprečnika R;. Odstojanje centara kugle i 
šupljine iznosi a. Kugla je ravnomjerno naelektrisana gustinom 
zapreminskog naelektrisanja p. Odrediti vektor jačine električnog 
polja unutar šupljine. 


slika 1.54 


Rješenje: 

Za rješavanje ovog zadatka primjenjuje se metod superpozicije. Prvo se 
posmatra se kugla poluprečnika R; bez šupljine ispunjena gustinom 
zapreminskog naelektrisanja P i u njoj se određuje vektor jačine električnog 
polja E,. Zatim se posmatra ta ista kugla poluprečnika R;, tako da se 


gustina zapreminskog naelektrisanja -P nalazi raspoređena samo u zapremini 
šupljine poluprečnika R2. U tako naelektrisanoj šupljini sada se određuje 


električno polje E,. Superpozicijom ova dva stanja dobija se prvobitno 
stanje, a sabiranjem vektora £,i E, dobija se vektor jačine električnog 
polja u šupljini bez naelektrisanja. ; 


Na slikama 1.54a i 1.54.b prikazane su odgovarajuće situacije za 
određivanje vektora jačine električnih polja E i E,. Na slici 1.54.b 
potrebno je uzeti negativno zapreminsko naelektrisanje -p, unutar šupljine 
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poluprečnika R;, koje kada se superponira sa pozitivnom gustinom 
zapreminskog naelektrisanja p, koje se nalazi na istoj poziciji unutar kugle 


poluprečnika R; sa slike 1.54.a, daje nenaelektrisanu šupljinu sa slike 1.54 
(prvobitno stanje). 


slika 1.54.a slika 1.54.b 


Vektori jačine električnih polja Ei E, određuju se primjenom Gausove 
teoreme. Na slikama 1.54.a i 1.54.b prikazane su zatvorene površi 
poluprečnika r; i r,, respektivno, i vektor normale ri koji je usmjeren ka 
vanjskoj sredini. Za poluprečnike naznačenih zatvorenih površina vrijedi: 
051 =£R,, 
O0=1=xR,. 


Određivanje vektora jačine električnog polja E, dato je sa 


$, = PE, dS= ' 
$, €0 
$E, ds c0s0 = —— {pdv, 
5, € 5, 
p 
E,$PdS=— {av, 
S, £0 v, 
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E,41r} 3737" 
o 
p 
His 3€, il 


Na ovaj način određen je intenzitet vektora jačine električnog polja E,- 
Vektor jačine električnog polja usmjeren je kao i jedinični vektor 1, te se 
može dati izrazom: 


ti. 


= T,1o 


3€4 


S obzirom da je vektor T, jednak proizvodu dužine r, i jediničnog vektora 


To, toje 
T, =T,$y9- 


Vektor jačine električnog polja E, može se napisati kao: 


$=Jk, ds = €, , 
1 
$E, dS-cos0 = — (—pdv, 
S; €0 Va, 
E,$ds=— {av, 
S, 0 V, 
4 
E,41r} SS _wrj, 
j3 
p 
Py=rmE, Ž 
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Vektor jačine električnog polja E, definiše se preko jediničnog vektora 1, : 


Na ovaj način su određeni vektori jačine električnog polja Ei E,. 


Rezultantni vektor jačine električnog polja unutar šupljine određuje 
sabiranjem istih: 


E=E +E,, 

z_P}_ PP. 

E=—1-—+ 1, 
u, 3e." 

2 P(. 

B= 5-2) 


Ukoliko se odstojanje centra kugle i šupljine prikaže u obliku vektora 
4 onda za bilo koju tačku unutar šupljine vrijedi: 


a+5 =£, 
odakle slijedi 
a=T-—5,. 


Na osnovu ovog izraza, dobija se za rezultantni vektor jačine električnog 
polja unutar šupljine: 


1.55. Prostor između dva  koaksijalna neograničeno duga cilindra 
poluprečnika R;£R2, prikazana na slici 1.55, naelektrisan je gustinom 


(u 
zapreminskog naelektrisanja pl(r)=—, gdje je c — dimenziona 


konstanta (C/m} . Naći električno polje u funkciji rastojanja od ose 
sistema. Sistem se nalazi u vazđuhu. 
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Rezultat: 


E(rl=—hn— za R,KTIXKR, 
0 R, 
R 
Eak za rsR, 
I R, 


1.56. Pozitivno tačkasto naelektrisanje O, nalazi se u centru sferne provodne 
ljuske unutrašnjeg poluprečnika R, i vanjskog poluprečnika R2, kao 
što je prikazano na slici 1.56. Odrediti izraz za raspodjelu električnog 
polja i potencijala u svim sredinama, te nacrtati ih u funkciji rastojanja 


I. 


Rezultat: 


O 
za r2R; E = 7 IV/m); = V, = IV) 
0 


Em PE Dj Ei pa o = 
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O 
R,=r=R,; E,=0 |V/m|;  V, = 
za St 2 3 i mJ 2 Ane, R,| J 
za I=R;; 
O O OfI 1 
= V/m|; V= + —-— ||V 
i Ale," MmlESN 416, 416, R, = R, SI 
E vt 
km I I 
| | 
. I 1 _ 
R. R, r R,; R, r 
slika 1.56.a 


1.57. Sferno raspoređena gustina  zapreminskog naelektrisanja 
KA 


r ! 
p=p(1-E) (C/m'| nalazi se u oblasti O£=r£b, slika L.57. 


Koncentrično oko naelektrisane sfere nalazi se provodna ljuska 
unutrašnjeg poluprečnika R;2b i vanjskog poluprečnika R;. Odrediti 
električno polje u svim sredinama. 


slika 1.57 
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por{ 1 r? \{V 
Rezultat: za 0Sr=b E, FX. = || 


1580" 


2p,b? {V 
za SR; E; =—— H 


1.58. Na slici 1.58 prikazan je prostor između dvije ravni x=+a i x=-2, koji 
je ravnomjerno zapreminski naelektrisan gustinom naelektrisanja p. 
Odrediti vektor jačine električnog polja u proizvoljnoj tački prostora. 


$p 
p 
u = - pX 
-a 0 +a 
slika 1.58 4 
Rezultat: F(M) = E(x)i 
za X£-8; E(x) = 


X 
za -a£X£448; E(x)=PT 


za X23; 


slika 1.58.a 


S anione peti Piedra TR Oka S STT A pd Lene ie 
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1.59. Odrediti izraze za električno polje i potencijal unutar i izvan lopte 
poluprečnika R, prikazane na slici 1.59, naelektrisane ravnomjerno 
gustinom zapreminskog naelektrisanja p. Nacrtati promjenu jačine 
električnog polja E(r) i potencijala V(r), gdje je r rastojanje od centra 
kugle. Sistem se nalazi u vazduhu. 


£0 
slika 1,59 
Rezultat: 
T R? r" 
E(;) =? za rx=kR; ej ez? za rxXR 
364 2€, 66, 
R? RŠ 
E(Net 7 Za I2SR; v(r) = 2 za ržR 
ZE 3E,1 
AE +V 
pR pr" 
36 26, 
pt" 


slika 1.59.a 


1.60. Unutar cilindra poluprečnika R nalazi se prostorno naelektrisanje 
stalne zapreminske gustine p, prikazano na slici 1.60. Sistem se nalazi 
u vakuumu. Odrediti intenzitet vektora električnog polja u funkciji 
rastojanja r od ose cilindra kao i potencijal u odnosu na referentnu 
tačku R_R. I 
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1.62. Naelektrisani oblak na slici 1.62, u obliku kugle poluprečnika 
R,=2{cm| u vakumu okružen je kuglom od dielektričnog materijala 
,=6 poluprečnika R,=4{cm}. Oblak je naelektrisan gustinom 
zapreminskog naelektrisanja p(r)=5cr"{nC/cm'}, gdje je c=l{nC/cm!'1. 
Odrediti napon između tačaka A(2,2) i B(6,6). Koordinate tačaka su 

date u centimetrima. 


slika 1.62 


Rezultat: Uap=5,4 (VI 
ij ične sfi luprečnika R;=S(cm|) i R==9{cm| nalaze se Se I nm 
oj ubo SIAA 161. Spoljašnja sa Prema je količinom j 1.63. Metalna lopta poluprečnika a=5{cm| i naelektrisanja O;=4{nC| u 
naglekujsanja 02=10"(C1). Kolikom količinom naelektrisanja O; treba vazduhu, AKO NaStena .63, koncentrična je sa MCTAINOMUIJUSKOM 
naelektrisati unutrašnju sferu da bi potencijal spoljašnje sfere iznosio unutrašnjeg po uprečnika b=10(cm| i vanjskog poluprečnika c=18(cm| 
2000(V)? naelektrisanja 0O;=2,2{nC}. Ako se lopta i ljuska spoje provodnom 


žicom, odrediti njihove potencijale prije i poslije spajanja žicom. 


slika 1,63 


slika 1.61 Rezultat: . 
prije spajanja V1=669,27 (VJ V2=310 (VI 
Rezultat: O,=10%|CJ poslije spajanja V;=V2=310 (VI 


Rm om Nm PR a PS a _ 
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1.64. Veoma dugačak pravolinijski provodnik prikazan na slici 1.64, 
naelektrisan je gustinom podužnog naelektrisanja g. Izračunati napon 
između tačaka A i B. 


slika 1.64 


Na (VI 


4 
Rezultat: U ,; = 216, R, 


1.65. U unutrašnjosti sfere od  dielektrika naelektrisane gustinom 
zapreminskog naelektrisanja p, nalazi se sferna šupljina kao na slici 
1.65. Odrediti rad sila električnog polja pri pomjeranju probnog 
naelektrisanja O, iz tačke A u tačku B. 


slika 1.65 


SEE TE DI O ke NI AR SS LAG. 
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2 
Rezultat: A = 2,P1 (I 


£0 


1.66. Odrediti fluks vektora električnog polja kroz površinu pravouganika 
stranica a=10{cm| i b=20{cm| datog na slici 1.66, ako se intenzitet 
vektora električnog polja E mijenja po zakonu E=cr", c dim kons (VI. 


OE 
O 
I I = 
0 a 2a T 
slika 1.66 


Rezultat: $=0,2-c-In2 (Wb| 


1.67. Prostor između dvije koncentrične sfere poluprečnika R,-R;, slika 
1.67, naelektrisan je gustinom zapreminskog naelektrisanja p(r)=cr", 
R,SLR;, c je dimenziona konstanta (C/m|. Naći električno polje u 
funkciji rastojanja od centra O. 


slika 1.67 


Rezultat: za rxR, = E(r)=0 {V/ m| 


-R 
za R,£r=R, E(r)= a (V/ m| 


(U 


R,-R 
za raR, E(r)= (V/m| 
T $ 


(U 
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James Clerk Maxwell (1831-1879), britanski fizičar, profesor u Londonu i 
Cambridgeu. Njegova istraživanja obuhvataju mnoge grane Jizike, a 
najvažnija je elektromagnetna teorija u kojoj je matematički J formulisao 
Faradayeva otkrića. Maxwell_je teoretski dokazao da je. svjetlost 
elektromagnetna pojava, što je H. Hertz eksperimentalno potvrdio. Prikaz 
svoje elektromagnetne teorije Maxwell je dao u "Treatise on Electricity and 
Magnetism" 1873. Postavio je 4 jednačine u kojima je izražen kontinuitet 
električnog i magnetnog polja i izložen princip po kojem promjene u 
električnom polju uzrokuju promjene u magnetnom polju i obrnuto. Pored L. 
Boltzmanna i R. Clausiusa smatra se osnivačem kinetičke teorije gasova. 
Formulisao je zakon je zakon raspodjele brzine molekula u gasu (Maxwellov 
zakon raspodjele). Ovaj zakon statističke mehanike određuje vjerovatnu 
raspodjelu brzina molekula u gasu u zavisnosti od temperature. 
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1.4. Materijali u električnom polju. Kapacitivnost 


1.68. Šta se dešava kada se u primarno homogeno električno polje unese 
nenaelektrisano provodno tijelo A, kao što je prikazano na slici 1.68. 
Naelektrisana tijela od kojih potiče primarno električno polje nisu 
nacrtana, jer je cilj da se odgovori šta se dešava i kakvo je novo 
stacionarno stanje u električnom polju. 


Rješenje: 


Za tačno razumijevanje dešavanja i postizanja novog stacionarnog stanja 
posmatra se neko naelektrisano provodno tijelo A proizvoljnog oblika u čijoj 
blizini nema drugih, ni naelektrisanih ni nenaelektrisanih tijela. 


Naelektrisanje tijela A rasporediće se po površini tijela, tako da na površini 
egzistira samo normalna komponenta električnog polja dok je tangencijalna 
komponenta jednaka nuli pri čemu "gustina znakova" (plusa ili minusa) 


konvencijom označava gustinu površinskih naelektrisanja, kako je prikazano 
na slici 1.68.a. 


slika 1.68.a 


Ako se u polje ovog naelektrisanog tijela, teorijski trenutno, unese 
nenaelektrisano provodno tijelo B, odmah će doći do kratkotrajnog 
poremećaja ranije elektrostatičke ravnoteže i pomjeranja naelektrisanja u oba 
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tijela, a posebno u unesenom provodnom tijelu B u kojem slobodno 
pokretljiva naelektrisanja počinju da se kreću pod djelovanjem sila 
primarnog električnog polja. Ovo kretanje će se odvijati sve dotle dok se 
zbog pregrupisavanja električnih naelektrisanja ne uspostavi novo 
ravnotežno stanje. 


Na površini unesenog tijela B javljaju se zbog pomjeranja unutrašnjih 
slobodnih pokretljivih naelektrisanja tzv. indukovana naelektrisanja \ to 
negativnog (višak elektrona) na onim dijelovima površine tijela B gdje linije 
polja ulaze u tijelo, a pozitivnog (manjak elektrona) na onim dijelovima 
površine tijela B gdje linije polja izlaze iz njega. 


slika 1,68. b 


Ova naelektrisanja na tijelu B će stvoriti polje koje će svojim djelovanjem 
poništavati polje naelektrisanja tijela A u svim tačkama tijela B, svo vrijeme 
dok ukupna jačina električnog polja u unutrašnjosti provodnog tijela B 
(tangencijalna komponenta na površini tijela B) ne bude jednaka nuli. 


Smjer kretanja pozitivnih naelektrisanja na tijelu B biće u smjeru vektora 
primarnog polja E, a negativnih u suprotnom smjeru, kao na slici I .68. b. 


slika 1.68. c 
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Kako je tijelo B sada naelektrisano, njegova naelektrisanja će stvarati 
električno polje i izvan tijela B, što će uticati na preraspodjelu naelektrisanja 
i na tijelu A tako da i u njegovoj unutrašnjosti jačina električnog polja bude 
jednaka nuli, a na površini egzistira samo normalna komponenta.. Nakon 
ovog "prijelaznog" procesa koji je teorijski trenutan, makroskopski 
posmatrano, nastupilo je novo ravnotežno stanje i naelektrisanja se više ne 
kreću. Raspodjela naelektrisanja prikazana je na slici 1.68. c. 


Dakle, na tijelu B pojavila su se nova naelektrisanja. Pojava, kada se na 


površini nenaelektrisanih provodnih tijela, koja se nađu u električnom polju, 
javljaju "nova" razdvojena pozitivna i negativna naelektrisanja naziva se 


. elektrostatička indukcija. Ova naelektrisanja koja se javljaju kao posljedica 


+- 


indukcije nazivaju se indukovana naelektrisanja. 


Kako je provodno tijelo B prije unošenja u električno polje bilo 
nenaelektrisano, to sumarno naelektrisanje nakon unošenja mora biti jednako 
nuli, posebno jer tijelo B nije vezano niti za zemlju, niti za neko drugo 
provodno tijelo. Raspodjela indukovanih naelektrisanja mora biti takva da 
njihovo sekundarno polje poništi djelovanje primarnog člektričnog polja u 
unutrašnjosti i učini da rezultantni vektor polja na vanjskoj površini 
provodnog tijela bude normalan na površini. 


Može se postaviti slijedeće pitanje: šta se dešava u slučaju da je tijelo B 
prethodno bilo naelektrisano? 


U tom slučaju odvijao bi se sličan proces promjene i raspodjele 


naelektrisanja na površinama tijela A i B. Ravnotežno stanje bi nastalo kada 


se naelektrisanje na oba tijela tako raspodjeli da ni u jednoj tački oba tijela 
ne bude polja. I ovaj proces je elektrostatička indukcija. 


Za uslove zadatka raspodjela naelektrisanja 1 linije polja nakon unošenja 
nenaelektrisanog provodnog tijela A, prikazano je na slici 1.68.d. 


slika 1.68.d 


Linije polja nakon unošenja tijela A u primarno električno polje, prikazane 
su punim linijama. 
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Linije rezultantnog polja moraju ulaziti, odnosno izlaziti pod pravim uglom 
na površini provodnog tijela, jer je njegova površina ekvipotencijalna. 


Šta je u slučaju kada se u električno polje unese nenaelektrisano provodno 
tijelo u kojem postoji šupljina? 


U unutrašnjosti provodnog tijela nema ni polja, niti viška naelektrisanja 
(E = 0), slika 1.68.e. 


slika 1.68.e 


Prema tome, sve što je rečeno za provodno puno tijelo, vrijedi i za provodno 
tijelo sa šupljinama. To znači da ne postoji polje koje bi indukovalo 
naelektrisanja na površini šupljine, odnosno unutrašnjoj površini tijela. 
Prema tome, u šupljini neće biti polja, bez obzira na debljinu zida provodnog 
tijela. Na osnovu ovoga, moguće je kod šupljeg provodnog tijela spriječiti 
prodiranje vanjskih elektrostatičkih polja u njegovu unutrašnjost. Ova 
osobina našla je široku primjenu u tehničkoj praksi u cilju elektrostatičke 
zaštite prostora i raznih uređaja od vanjskih elektrostatičkih polja. Strukture 
koje štite dio prostora od vanjskih polja nazivaju se elektrostatički zakloni ili 
ekrani. 


Pošto se površinska naelektrisanja lokalizuju u veoma tankom površinskom 
sloju, zid ekranizirajuće zatvorene površine može biti veoma tanak u obliku 
provodne rešetke, pa čak i u slučaju vremenski promjenljivih polja. U 
tehničkoj praksi ekrani se prave od tanke metalne mreže u obliku kaveza 
(Faradejev kavez). 


1.69. Nacrtati i objasniti sliku polja za slučaj nenaelektrisanog provodnog 
loptastog tijela sa šupljinom u koju je unijeto pozitivno tačkasto 
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naelektrisanje O postavljeno u centar, kao što je prikazano na slici 
1.69. 


slika 1,69 


Rješenje: 


Ekranizirajuće dejstvo šupljih provodnih tijela postoji samo u slučaju polja 
koja potiču od vanjskih naelektrisanja. Kada se u unutrašnjost nekog šupljeg 
nenaelektrisanog provodnog tijela unese tačkasto naelektrisanje O, zbog 
pojave elektrostatičke indukcije na unutrašnjem zidu lopte indukovaće se 
naelektrisanje suprotnog znaka od znaka naelektrisanja O. Pošto je uslovom 
zadatka unijeto pozitivno tačkasto naelektrisanje, to će se na unutrašnjoj 
površini pojaviti indukovano naelektrisanje -O, a na vanjskoj površini +O. 


Pojava negativnih indukovanih naelektrisanja na unutrašnjoj površini je 
posljedica privlačnog dejstva unesenog pozitivnog naelektrisanja O na 
elektrone u zidu tijela. Ova indukovana naelektrisanja na unutrašnjem zidu 
tako su raspoređena da zajedno sa unesenim naelektrisanjem O obezbijede 


uslov da u unutrašnjosti provodnog zida vektor jačine električnog polja E 
bude jednak nuli, slika 1.69.a. 


slika 1.69.a 


Primjenjujući Gausov zakon na zamišljenu zatvorenu površ S unutar 
provodnog zida, fluks vektora E kroz površ S je nula, jer je u svim tačkama 
zatvorene površine E = 0. To znači da je ukupno obuhvaćeno naelektrisanje 
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jednako nuli. Ako je Oza ukupno indukovano naelektrisanje na unutrašnjem 
zidu lopte, onda je primjenom Gausovog zakona i gornjeg zaključka, ukupno 
naelektrisanje jednako: 


O xk =OPO a = 0, 


odnosno 
O sd =-0. 


Uslovom zadatka šuplja lopta bila je nenaelektrisana, što znači da će se na 
vanjskoj površini lopte indukovati pozitivno naelektrisanje +O. 


Jačina polja u zidu jednaka je nuli, unutrašnja naelektrisanja +O (tačkasto 
uneseno) i indukovano naelektrisanje na unutrašnjoj površini zida 0, 
nemaju nikakvog uticaja na raspodjelu naelektrisanja na vanjskoj površini 
lopte. Ova raspodjela jedino zavisi od oblika vanjske površine tijela. S 
obzirom da je šuplje provodno tijelo lopta, to će raspodjela površinskog 
naelektrisanja biti ravnomjerna. 


Kako potencijal naelektrisanja O (za referentnu tačku u beskonačnosti) 
iznosi 


10 


46,1 


, 


to su linije polja radijalni zraci. Ekvipotencijalne površi su koncentrične 
sfere. 


Kakva je raspodjela indukovanih naelektrisanja u nenaelektrisanoj provodnoj 
lopti kada je tačkasto naelektrisanje postavljeno van centra lopte? 


slika 1.69.b slika 1.69.c 
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U slučaju da tačkasto naelektrisanje O nije postavljeno u centru lopte ukupno 
indukovano naelektrisanje na unutrašnjem zidu lopte je -O i može se provesti 
ista analiza. Raspodjela indukovanih naelektrisanja prikazana je na slici 
1.69.b. 


Na kraju, može se analizirati slučaj kada je u blizini šuplje provodne lopte, 
sa njene vanjske strane, postavljeno naelektrisanje +O, slika 1.69.c. 


1.70. Naelektrisanje O je zatvoreno u metalni ekran, slika 1.70. Da li je 
vanjski prostor zaštićen od električnog polja naelektrisanja O? 


slika 1.70 


Rješenje: 


Unošenjem metalnog ekrana, provodnog tijela, u elektrostatičko polje 
naelektrisanja O uslijed elektrostatičke indukcije na površini ekrana će se 
pojaviti indukovano naelektrisanje istog iznosa kao i naelektrisanje O. Ovo 
naelektrisanje je ravnomjemo raspoređeno po površini ekrana. Unutar 
metalnog ekrana električno polje je jednako nuli, slika 1.70.a. Tadukovano 
naelektrisanje će u vanjskom prostoru stvarati električno polje istog 
intenziteta kao kad bi naelektrisanje O bilo samo u prostoru. 


1.71. U homogeno električno polje unešeno je provodno tijelo kao što je 


prikazano na slici 1.71. Kolika je potencijalna razlika između tačaka A 
iB? 
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ru 


slika 1.71 slika 1.71.a 
Rješenje: 


Unošenjem provodnog tijela u homogeno električno polje, unutar tijela 
dolazi do razdvajanja elektrona i pozitivnih jona za vrijeme tzv. prijelaznog 
procesa. Ovaj proces traje sve dok se ne izvrši potpuno razdvajanje centara 
naelektrisanja, odnosno sve dok električno polje u provodnom tijelu ne 
postane jednako nuli, tzv. stacionarno stanje, slika 1.71.a. Tada je 
potencijalna razlika tačaka A i B, odnosno napon UAs jednak: 


1.72. Metalna kuglica pozitivnog naelektrisanja O obješena je o neprovodni 
tanki konac. Da bi se metalna kuglica u potpunosti razelekirisala na 
raspolaganju je dubok, nenaelektrisan i neuzemljen tanki metalni 
cilindar zatvoren s dvije strane, kao na slici 1.72. Na kojem mjestu 
kuglica treba dotaknuti cilindar, da bi se metalna kuglica potpuno 
razelektrisala? 


U 


slika 1.72 slika 1.72.a 


ERROR To 
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Rješenje: 


U slučaju da se pozitivno naelektrisana kuglica prinese cilindru sa vanjske 
strane, ali ne dodirujući ga, na cilindru će se, kao posljedica elektrostatičke 
indukcije, indukovati naelektrisanje, kako je predstavljeno na slici 1.72.a. 


Ako se pozitivno naelektrisanom kuglicom dodirne cilindar, doći će do 
neutralizacije negativno indukovanog naelektrisanja na cilindru sa dijelom 
pozitivnog naelektrisanja kuglice. Ukupno naelektrisanje cilindra i metalne 
kuglice bit će jednako sumi preostalih naelektrisanja na njima, odnosno 
primarnom naelektrisanju O kuglice. Ovo naelektrisanje rasporediće se i po 


- cilindru i po kuglici. 


Nakon odvajanja kuglice od cilindra, oboje će biti pozitivno naelektrisani, 
čime će metalna kuglica biti samo djelimično razelektrisana. 

Neka se sada metalna pozitivno naelektrisana kuglica unese u cilindar i 
preko tankog neprovodnog konca spusti skoro do njegovog dna. Kuglica će 
indukovati negativna naelektrisanja na unutrašnjim zidovima cilindra, koja 
su po iznosu praktično jednaka naelektrisanju kuglice. 


Raspodjela indukovanih naelektrisanja i linije vektora jačine polja 
predstavljeni su na slici 1.72.b. 


slika 1.72.b 


Ako bi se metalna kuglica spustila do dna cilindra došlo bi do potpune 
neutralizacije naelektrisanja kuglice i negativnih naelektrisanja cilindra. 


Nakon toga, u slučaju odvajanja kuglice od cilindra, ona će biti potpuno 
razelektrisana, a cilindar će ostati pozitivno naelektrisan naelektrisanjem 
kuglice O. 
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1.73. Tijelo B treba zaštititi od uticaja elektrostatičkog polja naelektrisanog 
tijela A. U tu svrhu postavljeni su metalni neuzemljeni elektrostatički 
zakloni, predstavljeni na slici 1.73. Koji od zaklona štiti tijelo B? 


zaklon zaklon zaklon 


slika 1.73.a slika 1.73.b slika 1.73.c 
Rješenje: 


Usljed elektrostatičke indukcije od naelektrisanog tijela A javiće se 
indukovana naelektrisanja na površinama zaklona, tako da će elektrostatičko 
polje postojati i izvan zaklona. Prema tome, zaklon na slici 7.73.a ne štiti 
tijelo B od uticaja elektrostatičkog polja. 


Na slici 1.73.b postavljeni zaklon oko tijela B efikasno štiti tijelo B od 
uticaja elektrostatičkog. polja tijela A, a postavljeni zaklon oko 
naelektrisanog tijela A je nepotreban. 


Za postavljeni zaklon na slici 1.73.c najbolje štiti tijelo B od uticaja 
elektrostatičkog polja koje potiče od naelektrisanog tijela A. 


U unutrašnjosti zaklona ne postoji polje koje bi indukovalo naelektrisanje na 
površini. zaklona, bez obzira na debljinu zaklona. Zbog toga je u ovom 
slučaju slika 1.73.c potpuno efikasna zaštita tijela B od elektrostatičkog 
polja. 


1.74. Ispitati pojavu elektrostatičke indukcije za slučaj vrlo tankog metalnog 
listića — folije, koji je postavljen normalno na linije električnog polja. 


Rješenje: 


Pošto je metalni listić postavljen normalno na linije električnog polja, 
njegova površina je ekvipotencijalna površ. Iz tih razloga, tanka provodna 
folija postavljena tačno u neku ekvipotencijalnu površ ne mijenja polje u 
koje je unesena, izuzev što je u unutrašnjosti tankog metalnog listića polje 
jednako nuli (prekid polja na slici 1,74). 
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Cijelo polje može se podijeliti na dijelove pomoću takvih folija postavljenih 
u ekvipotencijalne površi, a da se pri tome ne poremeti raspodjela polja. 


slika 1.74 


Zbog pojave elektrostatičke indukcije na vanjskim površinama tanke 
provodne folije indukuju se naelektrisanja suprotnog znaka. Polje koje 
obrazuju ova indukovana naelektrisanja postoji samo unutar folije, gdje 
tačno poništava (primarno) polje, dok ga izvan folije nema. Prema tome, 
kada se tanka provodna folija unese u električno polje i postavi normalno na 
linije polja ne utiče na raspodjelu polja, slika 1.74. 


1.75. Na slici 1.75, prikazano je provodno naelektrisano tijelo, simetrično u 
odnosu na horizontalnu osu. Nacrtati raspodjelu površinskih 
naelektrisanja i linija električnog polja, uz pretpostavku da je tijelo 
pozitivno naelektrisano. 


slika 1.75 
Rješenje: 


Naelektrisanja se uvijek raspodjeljuju po površini provodnog tijela, bez 
obzira da li se radi o naelektrisanom tijelu ili provodnom tijelu koje je 
naelektrisano putem elektrostatičke indukcije. Međutim, gustina površinskog 
naelektrisanja zavisi od geometrijskog oblika površine provodnog tijela, kao 
i od načina kako je tijelo naelektrisano. Kako jačina polja zavisi od gustine: 


I i i oave ZREE. GG= U  IE 
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površinskog naelektrisanja, to znači da će se i jačina polja mijenjati na isti 


€0 
Gustina površinskog naelektrisanja i jačina polja utoliko su veći ukoliko je 


zakrivljenost površine provodnog tijela veća, a ako provodno tijelo ima 
vrhove ili šiljke, na tim mjestima mogu dostići vrlo velike vrijednosti. 


Pas G 
način kao i gustina površinskog naelektrisanja | = i 


Za zadani primjer na slici 1.75.a prikazana je _raspodjela površinskog 
naelektrisanja i linije vektora jačina električnog polja. Jačina polja i gustina 
površinskog naelektrisanja najveći su sa šiljeima elektrode, a najmanji, 
praktično teže nuli na mjestima unutar udubljenja tijela. 


Kada se naelektrisano tijelo sa šiljkom naelektriše preko 'visokonaponskog 
generatora, čiji je jedan kraj vezan za zemlju, Jačina polja na šiljku može 
dostići tako velike vrijednosti da počne jonizacija okolnog vazduha, pri 
čemu se stvaraju pozitivni i negativni joni. Preko ovih jona počinje proces 
"isticanja" naelektrisanja iz šiljka. I 


44 + FrC__y 
- + G 
+t—+}. : 


slika 1.75.a 


Isto tako, u slučaju kada se naelektrisano tijelo sa šiljkom donese u blizinu 
drugog pozitivno naelektrisanog tijela, zbog elektrostatičke indukcije na 
tijelu sa šiljkom indukuju se negativna (na jednom dijelu) i pozitivna (na 
drugom dijelu) naelektrisanja. Ova negativna naelektrisanja na šiljku mogu 
stvoriti tako jako električno polje da otpočne proces Jonizacije vazduha i 
strujanja pozitivnih jona ka šiljku, a negativnih od šiljka ka pozitivno 
naelektrisanom tijelu. 


Ova pojava može se uporediti kao da šiljak "usisava" naelektrisanja sa 
pozitivnog tijela, razelektrisavajući ga, a istovremeno elektrišući provodno 
tijelo na kojem se nalazi. 
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slika 1.75.b 


Navedene osobine šiljaka koriste se za "usisavanje" naelektrisanja sa 


pokretnih dijelova ili traka, mašina ili uređaja koje u tehnološkom procesu 
stvaraju elektrostatička naelektrisanja. 


Slični efekti koriste se i kod gromobrana. Za smanjenje ovog efekta, oštre 
ivice mašina i uređaja nastoje se zaobliti, ili se na njih vezuju elektrode u 
obliku lopte ili torusnih prstenova. 


1.76. Dvije relativno udaljene provodne lopte prikazane na slici 1.76, 
poluprečnika a i b, povezane su tankim metalnim provodnikom p. 


Odrediti odgovarajuće gustine površinskog naelektrisanja i intenzitete 
vektora električnog polja. 


slika 1,76 
Rješenje: 


Kada se ovakav sistem naelektriše, svi njegovi elementi imaju isti potencijal, 
jer obrazuju jedinstveno provodno tijelo. Pošto je provodnik p koji povezuje 
lopte tanak, to se količina naelektrisanja na njemu može zanemariti, te 
smatrati da je skoro svo naelektrisanje sistema na loptama i to približno 
simetrično, kao da su lopte usamljena provodna tijela. Ako je sistem na 
potencijalu V, količine naelektrisanja na loptama se mogu odrediti iz 


' jednačine potencijala, za slučaj referentne tačke u beskonačnosti. 
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O, = 41€, Va, 
0, = 41E,Vb. 


Odgovarajuće gustine površinskog naelektrisanja i intenziteti vektora jačine 
električnog polja su: 


_2,_ 0, _$0V 
%27 3, 4mb? b , 
odnosno: 
o, V 
SG 
o 
i 
E = ku 
O gg, bi. 


Prema tome, gustina površinskog naelektrisanja. i intenziteti vektora jačine 
električnog polja obrnuto su proporcionalni poluprečnicima lopte. 


1.77. Neka je dato veoma veliko nenaelektrisano provodno tijelo A u čijoj 
blizini se nalazi jedno mnogo manje, naelektrisano provodno tijelo B, 
naelektrisanja O, slika 1.77. Objasniti šta se dešava kada se ova dva 
tijela dodimu? 


slika 1.77 
Rješenje: 


Ako se malo naelektrisano tijelo B= naelektrisanja O približi velikom 
nenaelektrisanom tijelu A, zbog elektrostatičke indukcije, na tijelu A na 
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strani okrenutoj prema tijelu B, indukovat će se naelektrisanja suprotnog 
znaka od znaka naelektrisanja tijela B. 


Neka su ta naelektrisanja: -O;, koja su po apsolutnom iznosu manja od O. 


U slučaju da se malo naelektrisano tijelo B sve više približava velikom tijelu 
A indukovano naelektrisanje -O; na njemu, će biti sve veće. Neposredno 
prije dodira ovo indukovano naelektrisanje imat će vrijednost -O, jer treba da 
poništi polje naelektrisanja u velikom provodnom tijelu. 


Kada se tijela A 1 B dodirnu, onda će se ova dva naelektrisanja neutralisati. 
Nakon toga, na velikom tijelu ostaje naelektrisanje +O, koje je u procesu 
elektrostatičke indukcije, bilo raspodijeljeno po površini velikog tijela, ali na 
strani koja je udaljena od malog tijela. Ovo naelektrisanje raspodjeljuje se po 
cijeloj površini velikog tijela, na osnovu čega se može zaključiti da je 
gustina njegovog površinskog naelektrisanja veorna mala. 

Ako bi se ovo uporedilo sa spajanjem naelektrisanog provodnog tijela sa 
Zemljom, onda je to jasno objašnjenje zbog čega se svako paelektrisano 
provodno tijelo razelektriše ako se spoji sa Zemljom. Ovo razelektrisanje 
bitno zavisi od odnosa veličina tijela koja se dodiruju. Ali, kako je Zemlja 
ogromnih dimenzija u odnosu na bilo koje naelektrisano provodno tijelo, 
onda se može smatrati da pri spoju sa Zemljom provodno naelektrisano 
tijelo, izgubi svo svoje naelektrisanje i oko njega nema više električnog 
polja. 


1.78. Usamljeno naelektrisano provodno tijelo, slika 1.78, naelektrisanja O 
ima potencijal (u odnosu na referentnu tačku u beskonačnosti) V. Ako 
se promijeni naelektrisanje tijela na iznos kO (k - cijeli broj), koliki je 
novi potencijal tijela? 


slika 1.78 


Rješenje: 


_ Naelektrisanje O raspodijeljeno je po površini tijela. U nekoj tački na 


površini tijela gustina površinskog naelektrisanja pri ukupnom 
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naelektrisanju O tijela jednaka je o. U pojedinim tačkama na površini tijela 
gustina o mora biti takva da površina tijela bude ekvipotencijalna, a u svim 
tačkama unutar provodnog tijela vektor jačine električnog polja mora biti 


jednak nuli (E = 0). 


Gustina površinskog naelektrisanja o je funkcija položaja posmatrane tačke 
na površini tijela i direktno je proporcionalna naelektrisanju O, a zavisi od 
dimenzija i oblika provodnog tijela. 


Ako se na naelektrisano tijelo donese nova ukupna količina naelektrisanja 
kO, površina tijela ostaje ekvipotencijalna, a unutar tijela mora biti E = 0. 


Pri ovim uslovima to je moguće samo ako je nova gustina površinskog 
naelektrisanja u svim tačkama k puta veća nego ranije. Povećanjem gustine 
površinskog naelektrisanja za k puta povećat će se vektor jačine polja u 


svim tačkama van tijela za k puta (KkE) kao i potencijal k puta u svim 
tačkama prostora pa i na površini provodnog tijela. Dakle, 


__1_gods 
ANE) I 


Generalno, dolazi se do zaključka da je naelektrisanje usamljenog 
provodnog tijela proporcionalno njegovom potencijalu: 


O=C:V, 


gdje se konstanta proporcionalnosti C naziva električna kapacitivnost. 


1.79. Dva provodna tijela A i B, naelektrisana istim naelektrisanjima 
suprotnog znaka, predstavljena na slici 1.79, predstavljaju električni 
kondenzator. Objasniti kako na dva tijela možemo dobiti ista 
naelektrisanja suprotnog znaka? 


A 


slika 1.79 
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Rješenje: 


Neka su tijela A i B predstavljena na slici 1.79. naelektrisana. Ako se na 
odgovarajući način sa tijela B uzme malo pozitivno naelektrisanje AO i 
prenese na tijelo A, u tom slučaju će tijelo A postati pozitivno naelektrisano i 
imaće naelektrisanje AO. Na tijelu B nedostaje pozitivno naelektrisanje AO i 
na njemu je višak negativnih naelektrisanja, jednak -AO. 


Ponavljajući postupak oduzimanja naelektrisanja AO sa tijela B 1 prenoseći 
ga na tijelo A sve dok se tijelo A ne naelektriše željenom količinom 
naelektrisanja O, na tijelu B će istovremeno biti negativno naelektrisanje -O. 


Sada su tijela A i B naelektrisana istim naelektrisanjem suprotnog znaka. 
Naelektrisanja na tijelima A i B stvaraju električno polje, čije linije polaze sa 
pozitivno naelektrisanog tijela A, a završavaju na negativno naelektrisanom 
tijelu B, kako je predstavljeno na slici 1.79.a. Pri ovome se pretpostavlja da 
u blizini tijela A i B nema drugih provodnih tijela niti drugih naelektrisanja. 
Da bi se izbjegao uticaj susjednih tijela ili drugih naelektrisanja, kod 
kondenzatora se njegovim elektrodama daje takav oblik koji obezbjeđuje da 
se polje, uglavnom, Jokalizuje unutar elektroda kondenzatora, slika 1.79.b. 
Tijela A i B koja obrazuju kondenzator se nazivaju obloge ili elektrode 
kondenzatora. 


slika 1.79.a slika 1.79.b 


Neka se tijela A i B povežu tankim provodnicima 1 i 2 za električni 
generator G, kao na slici 1.79.c. 


slika 1.79.c 
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Električni generator je uređaj koji ima osobinu da pozitivna naelektrisanja sa 
jednog svog kraja, kroz svoju unutrašnjost, prenese na svoj drugi kraj, 
posredstvom sila, koje u njemu djeluju na naelektrisanja. 


Znači, generator će sa jedne elektrode kondenzatora uzimati pozitivna 
naelektrisanja i prenositi ih na drugu. U tom slučaju, na prvoj elektrodi se 
stvara višak negativnih naelektrisanja, a na drugoj manjak. Ovaj proces 
naziva se proces "naelektrisavanja", "opterećivanja" ili "punjenja" 
kondenzatora 1 praćen je nagomilavanjem naelektrisanja suprotnog znaka na 
elektrodama, pri čemu se u prostoru između elektroda uspostavlja polje. 


Proces će trajati sve dotle dok naelektrisanja nagomilana na elektrodama ne 
postanu tako velika, da generator ne može savladati električne sile kojima ta 
naelektrisanja djeluju na naelektrisanja u generatoru, a završava se kada 
potencijalna razlika elektroda postane jednaka potencijalnoj razlici (naponu) 
elektroda generatora. 


Naravno podrazumijeva se da su naelektrisanja na tankim provodnicima 1 i 2 
zanemarivo mala u odnosu na naelektrisanja tijela A i B (elektrođe 
kondenzatora). 


1.80. Unutar šupljeg provodnog tijela prikazanog na slici 1.80, nalaze se tri 
naelektrisanja O;, 0; i 03. Odrediti količinu naelektrisanja na 
spoljašnjoj površini. 


O=A,+O,+O, 
; PAPI 
Te + 0. O, my 
+ U dia 2 + 
a TG i 
slika 1.80 slika 1.80.a 


Rješenje: 


Indukovana naelektrisanja na spoljašnjoj površini ovakvog šupljeg tijela 
proizvoljnog oblika, raspodjeljuju se na način koji je objašnjen u prethodnim 
primjerima i koji je potpuno nezavisan od raspodjele naelektrisanja u 
šupljini. Na spoljašnjoj površini tijela, slika 1.80.a, uvijek će se pojaviti 
količina naelektrisanja koja je tačno jednaka ukupnoj količini naelektrisanja 
u šupljini: 


0=0;,+0,+0;. 
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1.81. Provodna kuglica A je povezana pomoću tankih metalnih niti sa dvije 
lagane provodne kuglice B, kao na slici 1.81. Objasniti šta se događa 
sa ovim sistemom provodnih tijela za slučaj da se u okolinu provodne 
kuglice A unese neko naelektrisano tijelo. 


A A 
ERA +++ 
| Im. fp 
l : 
+ + 
B ooB 19% 1235 
slika 1.81 slika 1.81.a 


Rješenje: 


Ako se provodnoj kuglici A prinese neko naelektrisano tijelo, kao na slici 
1.81.a, na njoj će se indukovati naelektrisanje suprotnog znaka. Kako je cio 
provodni sistem neutralan, toliko isto naelektrisanje će se pojaviti i na 
laganim kuglicama B, ali suprotnog znaka. Kuglice B će se odbijati 
proporcionalno tom naelektrisanju. Na provodnim metalnim nitima biće 
raspodjeljeno veoma malo naelektrisanje zbog njihove male debljine. 


Ovaj efekat je iskorišten pri konstrukciji elektroskopa, instrumenta za 
mjerenje naelektrisanja naelektrisanih tijela. Obično se elektroskop tehnički 
izvodi na drugačiji način. Umjesto provodnih kuglica koriste se dva tanka 
provodna listića koji se mogu okretati oko zajedničke horizontalne ose. Kada 
nisu naelektrisani, listići slobodno vise, a ako se naelektrišu odbijaju se i 
čine okrenuto slovo V. Prema uglu između listića može se, prilično grubo, 
procijeniti naelektrisanje dovedeno elektroskopu. 


1.82. Za slučaj tačkastog naelektrisanja O. prikazanog na slici 1.82, 
postavljenog na visini h iznad provodne ravni z=0, odrediti polje 
primjenom metode ogledanja. 

a 
S PEN 
(Ž 
kar 


slika 1.82 
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Rješenje: 


Polje u prostoru iznad ravni ne potiče samo od tačkastog naelektrisanja O, 
nego i od indukovanih naelektrisanja suprotnog znaka, raspoređenih u ravni 
z=0. Postavljeni problem identičan je daleko jednostavnijem problemu dvaju 
jednakih tačkastib naelektrisanja suprotnog znaka, O i -O, postavljenih 
simetrično u odnosu na ravan z=0, pri čemu je provodna ravan uklonjena, 
slika 1.82.a 


slika 1.82.a 


Pošto je ravan z=0, ravan simetrije u odnosu na tačkasta naelektrisanja O i 
-O, rezultantni potencijal ovih naelektrisanja, računat u odnosu na referentnu 
tačku u beskonačnosti, jednak je nuli u svim tačkama ove ravni. Na osnovu 
toga, ravan z=0 predstavlja ekvipotencijalnu ravan. Vektor električnog polja 
je normalan na ovu ravan, što se može provjeriti izračunavanjem jačina polja 
dva tačkasta naelektrisanja i njihovim vektorskim sabiranjem. 


Ako se u ravan simetrije z=0 unese tanka metalna folija, struktura polja što 
ga obrazuju dva tačkasta naelektrisanja neće se ni malo izmjeniti, jer će 
granični uslovi na površini folije biti zadovoljeni. To je zbog toga što je i 
prije unošenja folije električno polje bilo normalno na ravan z=0, a ravan je 
bila ekvipotencijalna, = što predstavlja granični uslov koji mora. biti 
zadovoljen na površini provodnika. Ako se zamisli da je površina folije 
beskonačna, cio prostor je razdvojen na dva posebna elektrostatička sistema 
koji nemaju međusobne veze, tako da se jedno naelektrisanje, npr. -O, može 
ukloniti, a da se pri tome polje sa druge strane provodne ravni ne izmjeni. 


Prema tome, polje naelektrisanja O, postavljenog nad provodnom ravni je 
identično polju koje bi se dobilo kada bi se provodna ravan uklonila, a u 


o 
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a. nje uvelo tačkasto naelektrisanje O, postavljeno simetrično u 
G ae na ravan. Za uvedeno prividno naelektrisanje kaže se da predstavlja 
električni lik stvarnog naelektrisanja u odnosu na ravan 2=0. 


Ovo predstavlja osnovu i suštinu metoda ogledanja i može se, na osnovu 
JEe Garijena primjeniti na proizvoljan skup  tačkastih 
aelektrisanja ili na provodna tijela proizvoljnog oblika, koj j 

nad provodnom ravni. F KR MSNE 


1.83. Za slučaj naelektrisano i j i 
sluča g provodnika postavljenog iznad 
ravni, prikazanog na slici 1.83, odrediti njegov lik. A dili 


slika 1.83 slika 1.83.a 


Rješenje: 


Mateo ae provodnika sa slike 1.83, električni lik se dobije 

Wrne za A) u tačku površine stvarnog tijela odredi lik u ogledalu u 

KOG Majki nu ravan, a za gustine naelektrisanja u tačkama površine 

etede a su po apsolutnom iznosu jednake, a po algebarskom znaku 

SG _ gustinama naelektrisanja u odgovarajućim tačkama originala. 
ektrični lik provodnika sa slike 1.83, prikazan je na slici 1.83.a. 


1.84. Tačkasto naelektrisanje O=2{uC| nalazi se iznad beskonačne 


provodne ravni na rastojanju a=10{cm)}, slika 1.8 iti 
pro M i = ; .84. Od 
jačine električnog polja u tačkama A i B. aga 
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2 


2a A 


slika 1.84 
Rješenje: 


Kada se naelektrisano tijelo nađe u blizini provodne ravni, unutar ravni kao 
' provodnog tijela dolazi do fenomena pomjeranja slobodnih elektrona. 
Rješavanje problema vrši se metodom ogledanja. Svako naelektrisanje iznad 
provodne ravni ima svoj lik koji mjenja provodnu ravan, a ti likovi se nalaze 
unutar ravni simetrično sa stvarnim naelektrisanjem i suprotnog su znaka. 
Na ovaj način rezultantno električno polje jednako je vektorskoj sumi polja 
tačkastog naelektrisanja i polja kojeg stvara indukovano naelektrisanje (lik) 
unutar ravni. Električno polje unutar provodne ravni jednako je nuli. 


Na slici 1.84.a prikazani su stvarno naelektrisanje i lik nakon uklanjanja 
ravni. Pozitivno naelektrisanje O'imaće jedan svoj lik sa negativnim znakom 
koji će se nalaziti unutar ravni na dubini a, kao što je prikazano na slici 
1.84.a. Nakon postavljanja lika, provodna ravan se "uklanja" 1 u tački A 


djeluje vektor jačine električnog polja E, kojeg stvara naelektrisanje O, i 
vektor jačine električnog polja E_ kojeg stvara lik naelektrisanja -O. 
Rezultantni vektor jačine električnog polja u tački A je: 

E,=E, +E_. 


Intenziteti vektora E, i E_ iznose: 


O 
Ane, (2a)" 


9 s 
= -1=2,25-10"(V/m|. 
u ane,(2/2a) 


E, = =45:-10"{V/ ml, 


E 


JJA 
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Za odabrani koordinatni sistem x0y sa ishodištem u tački A, kao na slici 


1.84.a, na osnovu geometrije (sličnosti trouglova) određuje se ugao (=TU4 za 
koji je rezultantni vektor pomaknut u odnosu na x-osu. 


Intenzitet rezultantnog vektora moguće je odrediti primjenom kosinusne 
teoreme na sljedeći način: 


E, = JE! +E?—2E,E_ cosa = 3,31-10"{V/m|. 


Tačka B se nalazi unutar provodne ravni, pa je 


E; =O0(V/ml. 


1.85. Odrediti potencijal tačke M koja se nalazi na rastojanju r od tačkastog 
naelektrisanja O. Tačkasto naelektrisanje se nalazi između dvije 


međusobno normalne, provodne poluravni, kao što je prikazano na 
slici 1.85. 


slika 1.85 


Rješenje: 


Prema metodu ogledanja, provodne poluravni potrebno je Zamijeniti 
odgovarajućim brojem električnih likova. U ovisnosti od ugla B (kojeg grade 


i 21 
provodne poluravni) određuje se broj likova u iznosu n=—— 1. 


B 


Kako provodne poluravni grade ugao B= 1/2, broj električnih likova je: 
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Pronalaženjem električnih likova simetrično postavljenih u odnosu na 
provodne poluravni posmatrani problem se svodi na jednostavniji problem 
četiri tačkasta naelektrisanja. 


Nakon postavljanja električnih likova i uklanjanja provodnih poluravni, 
određivanje potencijala tačke M vrši se na osnovu raspodjele tačkastih 
naelektrisanja prikazanih na slici 1.85.a. 


slika 1.85.a 


Potencijal u tački M je jednak: 


(9) E 1 1 :) 
Vu = --—-—+—|, 
ATE,\TDO ODO 


gdje su r, r;, ra i rg rastojanja posmatrane tačke M od odgovarajućih 
tačkastih naelektrisanja. 


1.86. Na slikama 1.86 i 1.86.a prikazani su dipoli jednakih momenata p. 


Objasniti koliki je intenzitet vektora jačine električnog polja u 
tačkama na y-osi koje su dovoljno daleko od dipola. 


-O 
slika 1.86 slika 1.86.a 
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Rješenje: 


Provodna nenaelektrisana tijela kada se unesu u električno polje na 
dogovarajući način modifikuju to polje, jer dolazi do pojave naelektrisanja 
na površinama tih inače nenaelektrisanih tijela (indukovana naelektrisanja). 
Slične pojave se dešavaju kada se u elektrostatičko polje unese tijelo od 
dielektrika. 


Dielektrici se na osnovu električnih osobina njihovih molekula mogu 
podijeliti u dvije grupe. Prva grupa su dielektrici čiji su molekuli po svojoj 
unutrašnjoj strukturi ekvivalentni jednom električnom dipolu (npr. molekul 


vode), kod kojih se električni centri elektronskog oblaka i jezgra ne 


poklapaju. Kao rezultat, molekul stvara u svojoj okolini električno polje, 
koje se može shvatiti kao polje nekog ekvivalentnog električnog dipola. 


Molekuli koji imaju ovakve osobine nazivaju se polarni molekuli. 


Kod ovih dipola, u odsustvu stranog električnog polja zbog haotičnog 
termičkog kretanja molekula dipolni momenti polarnih molekula su 
raspodjeljeni haotično u prostoru. Zbog toga se dielektrik u odsustvu stranog 
električnog polja ponaša neutralno tj. ne postoji makroskopsko električno 
polje ovih dipola. 


slika 1.86.b 


Ako se ovakav dielektrik unese u električno polje, pod uticajem polja dipoli 
će se djelimično orijentisati u pravcu polja, slika 1.86.b. Usmjerenost dipola 
u pravcu polja nije potpuna jer se tome suprostavlja njihovo termičko 
kretanje. Međutim, u dielektriku postoje grupacije orijentisanih dipola, tj. 
dipola čiji dipolni momenti imaju isti pravac i smjer. Njihova električna 
polja se ne poništavaju, te se javlja makroskopsko električno polje koje se 
sabira sa prvobitnm poljem što rezultira usmjeravanje dipola. 


Druga grupa su dielektrici čiji molekuli nemaju sopstveni dipolni momenat. 
Takvi molekuli nazivaju se nepolarni molekuli. 
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_slika 1.86.c slika 1.86.d 


Dipolarni molekuli ne stvaraju polje na velikim odstojanjima i mogu se 
predstaviti modelom na slici 7.86.c. Unošenjem takvog molekula u strano 
električno polje, na pozitivno naelektrisano jezgro djelovaće sila u smjeru 
polja, a na negativno naelektrisani elektronski omotač sila će djelovati u 
suprotnom srnjeru. I pored opiranja unutrašnjih sila deformaciji molekula, do 
izvjesne deformacije ipak dolazi, tako da električni centri pozitivnih _i 
negativnih naelektrisanja se više ne podudaraju, slika 1.86.d. Pod 
djelovanjem stranog električnog polja nepolarni moleku! postaje električni 
dipol. 


Unošenjem dielektrika sa nepolarnim molekulima u električno polje, uslijed 
djelovanja električnog polja molekuli postaju dipoli čiji je dipolni moment p 
orijentisan u smjeru vektora električnog polja u posmatranoj tački. { u ovom 
slučaju dolazi do pojave dopunskog električnog polja, koje potiče od velikog 
broja orijentisanih električnih dipola. 


Proces formiranja usmjerenih dipola u dielektricima naziva se polarizacija 
dielektrika. Dielektrik u kome je došlo do polarizacije naziva se polarizovani 
dielektrik. Polarizacija u slučaju polarnih molekula naziva se dipolna 
polarizacija, a u slučaju nepolarnih molekula elektronska polarizacija. 
Elektronska polarizacija postoji kod obje vrste molekula, jer je uvijek 
prisutna deformacija elektronskog omotača. 


Kod čvrstih kristalnih dielektrika postoji jonska polarizacija. Kod ove 
polarizacije usljed djelovanja stranog električnog polja dolazi do pomjeranja 
pozitivnih jona u kristalu u smjeru polja, a negativnih u suprotnom smjeru 
tako da se kristal ponaša kao mnoštvo električnih dipola. 


Na slici 1.86, prikazana su dva dipola jednakih momenta P, koji su 


orijentisani. Električno polje ovako postavljenih dipola u tačkama dovoljno 
daleko, na y-osi će se sabirati i biće dva puta veće od polja jednog dipola. 


Na slici 1.86.a, prikazana su dva dipola jednakim momenata Pp koji nisu 


orijentisani. U ovom slučaju intenzitet vektora jačine električnog polja u 
svim tačkama na velikom rastojanju od dipola je veoma mali u odnosu na 
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orijentisane dipole sa slike 1.86, pošto se polja ovako postavljenih dipola 
praktično poništavaju. 


1.87. U nehomogenom električnom polju nalazi se nepolarni molekul. 
Objasniti djelovanje sile električnog polja na isti. 


Rješenje: 


Unošenjem nepolarnog molekula u strano električno polje, molekul će se 
polarizovati i od njega će postati električni dipol. Pravac i smjer električnog 
momenta dipola biće u smjeru vektora polja E, ka na slici 1.87. Pozitivni i 
negativni kraj dipola nalaze se u električnom polju različitog intenziteta, tako 
da na dipol djeluje električna sila. Rezultantna električna sila na dipol djeluje 
u smjeru u kome intenzitet vektora električnog polja E stranog polja u 
okolini tačke gdje se dipol nalazi raste. Dakle, električne sile u 


nehomogenom električnom polju teže da pomjere dipo! u oblast većeg 
intenziteta. 


F, 
E 


k ra 


slika 1.87 


Ovaj proces se događa i u slučaju kada se u nehomogenom polju nađu male 
čestice od dielektrika ili provodnika. Usljed djelovanja električnog polja 
čestice od dielektrika se polarizuju, a na provodnoj čestici se javljaju 
indukovana naelektrisanja. Krajevi dipola u polarizovanoj dielektričnoj 
čestici, odnosno indukovano naelektrisanje na provodnoj čestici, nalaze se u 
električnom polju nešto različitog intenziteta. Posljedica toga je da na čestice 
djeluje rezultantna električna sila koja teži da ih uvuče u oblast polja većeg 
intenziteta. Na ovom principu rade elektrostatički prečistači vazduha 
(filteri). Tako npr. kod dironjaka (toplane, termoelektrane i sl.) kroz jako 
nehomogeno električno polje propušta se dim. Pod djelovanjem polja čestice 
dima se privlače u oblast jačeg polja. Ovdje je samo problem da se 
nakupljene čestice odstrane od metalnih elektroda koje stvaraju nehomogeno 
polje. 
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1.88. U blizini dielektrika ravne površine postavljeno je pozitivno tačkasto 
naelektrisanje O. Objasniti proces koji nastaje u sistemu. 


Rješenje: 


Pod dejstvom električnog polja naelektrisanja O dielektrik će se polarizovati, 
približno kao što je prikazano na slici 7.88. Polarizovani dielektrik stvara 
dopunsko električno polje, u kome se nalazi i naelektrisanje O. Rezultantno 
polje je takvog oblika, da privlači naelektrisanje O ka dielektriku. 


SE 
SLALA 
W— 


— at pi 


a NJ 


je! 
— 
e 
F 
+ 


slika 1.88 


Ovaj zaključak može se potvrditi i eksperimentalno. Naelektrisanoj kuglici 
koja visi o tankom neprovodnom koncu prinese se nenaelektrisano tijelo 
načinjeno od dielektrika, npr. plastično tijelo, lenjir ili sl. Kuglica će biti 
snažno privučena ka plastičnom tijelu. 


1.89. Unutar pločastog kondenzatora površine ploča S=32(cm'| i 
naelektrisanja O=16{nC}, nalaze se dva homogena dielektrika debljina 
d;=1{mm} i d,=3{mm|} kao na slici 1.89. Relativne dielektrične 
konstante ovih dielektrika iznose €;1=3 i €2=9, respektivno. Odrediti: 

a) vektore jačine električnog polja, električnog pomjeraja i 
električne polarizacije 

b) gustinu površinskih slobodnih i vezanih naelektrisanja 

c) napon i kapacitet kondenzatora. 
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slika 1.89 
Rješenje: 


a) Pločasti kondenzator predstavlja sistem od dvije jednake paralelne 
metalne ploče (elektrode) površina S, koje su međusobno izolovane i nalaze 
se na međusobnom rastojanju d koje je znatno manje od dimenzija ploča. 
Elektrode su naelektrisane istom količinom naelektrisanja, ali suprotnog 
znaka. Analizom raspodjele električnog polja koje se stvara zbog 
naelektrisanja na pločama kondenzatora, može se utvrditi je da unutar 
kondenzatora postoji homogeno električno polje. Ako se zanemare efekti 
krajeva, električnog polja nema izvan ploča kondenzatora. 


+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 


slika 1.89.a slika 1.89.b 


Unutar elektroda kondenzatora, u dielektriku £;, postojaće vektor jačine 
električnog polja E,, a u dielektriku €,, postojaće vektor jačine električnog 
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polja E,. Na slici 1.89.a prikazani su vektori jačine električnog polja Ei 
£,, vektori električnog pomjeraja D, i D,, a na slici 1.89.b vektori 


električne polarizacije P} i P,. Svi ovi vektori su usmjereni od pozitivno 


nalektrisane elektrode ka negativno naelektrisanoj elektrodi, po pravcu koji 
-je normalan na elektrode. 


Da bi se odredili vektori jačine električnog polja, odnosno električnog 
pomjeraja, zbog postojanja dva dielektrika unutar kondenzatora neophodno 
je primijeniti granične uslove na granici dvije dielektrične sredine. Na 
graničnoj površini između dva dielektrika tangencijalne komponente vektora 
jačine električnog polja su međusobno jednake i neprekidne: 


El =Eb 


i normalne komponente vektora električnog pomjeraja su takođe međusobno 
jednake i neprekidne: 


Da = D,2 


Sa slike 1.89.a očigledno je da na graničnu površinu između dielektrika sa 
relativnim dielektričnim konstantama €. 1 €2 vektori jačine električnog 
polja, odnosno električnog pomjeraja dolaze pod pravim uglom odakle 
slijedi da su normalne komponente vektora električnog pomjeraja jednake i 
neprekidne: 


Dakle, u obadvije sredine vektor električnog pomjeraja je isti. 


Određivanje vektora električnog pomjeraja vrši se pomoću Maksvelovog 
postulata (James Clerk Maxwell, 1831-1879): 


PDds =}30. (1.23) 


Da bi se primjenio Maksvelov postulat, potrebno je uzeti zatvorenu površ 
kao na slici 1.89%.a. Ova površ je u obliku kvadra i obuhvaća dio 
naelektrisanja na pozitivno naelektrisanoj elektrodi. Vektor električnog 
pomjeraja postoji samo unutar pločastog kondenzatora, tako da će on 
prolaziti samo kroz dio površine kvadra AS definisan normalom na površinu 
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Tfi,.  Naelektrisanje O je ravnomjerno raspoređeno na elektrodi 


kondenzatora. Na osnovu toga se može izračunati gustina površinskog 
naelektrisanja 


PB TA 
G= = (C/miT. 


Zatvorena površ obuhvatiće onu količinu naelektrisanja koja se nalazi na 
površini AS: 


S O=o-AS. 
" Uvažavajući gore navedeno, izraz (1.23) postaje: 
D-AS=G-AS. 
Dakle, 
A S _ 
D=0=2=5-10"(C/WI. 


Na osnovu graničnog uslova na granici dvije dielektrične sredine, odnosno 
jednakosti i neprekidnosti vektora električnog pomjeraja dobija se: 


D, =D, =5:10%(C/m'l. 


Veza između vektora jačine električnog polja i električnog pomjeraja u 
dielektriku dielektrične konstante £, data je izrazom: 


E= 


"(vi 


Vektori jačine električnog polja i električnog pomjeraja su istog pravca i 
smjera. Zbog postojanja različitih sredina, postoje i dva različita električna 
polja čiji intenziteti iznose: 


E, = — = —— = 188,4 (kV/m|, 
£, 0%rl 
D 

E, = — =—— =6238{kV/ml. 
€£2 £ot bh 
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"Vektor polarizacije P_u nekoj tački polarizovanog dielektrika, direktno je 
proporcionalan jačini uspostavljenog električnog polja u toj tački: 


P=D-D, =E-e,(e, - I){C/mI. 


Na slici 1.89.b prikazani su vektori električne polarizacije u oba dielektrika. 
Ovi vektori su kolinearni sa vektorima jačine električnog polja, a intenziteti 
su im se proporcionalni intenzitetu vektora jačine električnog polja: 


P, =E,8,(€,, —1)= 3,33- 10 {C/m}, 
P, = E,€4(€,, —1)= 4,44-10$(C/m"l. 


b) Intenzitet vektora električnog pomjeraja jednak je gustini površinskog 
slobodnog naelektrisanja na površini provodnog tijela, t.j. 


Obzirom da su vektori električnog pomjeraja jednaki gustina površinskih 
slobodnih naelekirisanja iZnosi: I 


c=D,=D, = = = 5-10% (C/m'}. 


Vektor polarizacije u homogenom električnom polju po iznosu je jednak 
gustini površinskog vezanog naelektrisanja OG; ili pomjeraju vezanog 
naelektrisanja kroz neku površinu S, čiji se pravac i smjer podudaraju sa 
pravcem i smjerom pozitivnog naelektrisanja, t.j.: 


Na osnovu svega gore iznesenog gustina vezanih naelektrisanja u 
dielektricima IZnOsi: 
o,, = P; = 3,33-10 ${C/m"}, 


S,, = P, = 4,44-10%(C/m"1. 
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c) Napon na elektrodama kondenzatora određuje se kao: 


Ž d 2 
U, =JE-d={E, :dl-cos0+ JE, -dl.cosO=E d, + E,d,, 
1 1 d, 


U,, = 376,8 (VI. 


i Kapacitet kondenzatora predstavlja odnos količine naelektrisanja i napona na 
elektrodama kondenzatora. Dakle, kapacitet kondenzatora iznosi: 


Ako se naelektrisanje O predstavi preko gustine površinskog naelektrisanja 
o, a napon U;, preko električnog polja E; i E, dobija se: 


a. x0 OS (mu OS 

a a aaa I = ) = Cl = m" 
G (oj 

U E,d, +E,d, Santa 
1 $£,; 

ge 

KC. 

€£,5 8,S 


1.90. Između elektroda pločastog kondenzatora sa slike 1.90, nalaze se dva 
dielektrika relativnih dielektričnih konstanti €£.=5 i £,=9. Rastojanje 
između elektroda iznosi d;= S{mm)|, a dijelovi površine elektrode su 
S'=10{cm"| i S"=15{cm"J. Naelektrisanje kondenzatora je O0,=2-10"{C)| 
i 0,=-0}. Odrediti: 

a) vektore jačine električnog polja, električnog pomjeraja i električne 
polarizacije 

b) gustinu površinskih slobodnih 1 vezanih naelektrisanja 

c) napon i kapacitet kondenzatora 
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slika 1.90 
Rješenje: 


a) Unutar ovog kondenzatora, postojaće dva vektora jačine električnog polja 
£,i E£, , i dva vektora električnog pomjeraja D,i D,. 


slika 1.90.b 


slika 1.90.a 


Na slici 1.90.a prikazana je raspodjela polja unutar kondenzatora, i 
očigledno je da su na graničnoj površini dva dielektrika, relativnih 
dielektričnih konstanti €n i €;, tangencijalne komponente vektora jačine 


električnih polja Ei E, međusobno jednake i neprekidne, to jest 


Vektori jačine električnog polja, i vektori električnog pomjeraja usmj ereni su 
od pozitivno naelektrisane elektrode ka negativno naelektrisanoj elektrodi i 
nalaze se na pravcu koji je normalan na elektrode kondenzatora. 
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Određivanje ovih vektora vrši se pomoću Maksvelovog postulata, (vidjeti 
(1.23)) pri čemu je zatvorena površina koja obuhvata pozitivno naelektrisanu 
elektrodu, u obliku kvadra, prikazana na slici 1.90.a. 


Količina naelektrisanja obuhvaćena ovom zatvorenom površinom je 
naelektrisanje elektrode O;, a fluks vektora električnog pomjeraja postoji 
samo kroz dio površine kvadra koja je unutar kondenzatora. Vektor normale 
Tina taj dio površine je je kolinearan sa vektorima električnog pomjeraja 
D,iD, koji prolaze kroz tu površ. Površina elektrode S jednaka je sumi 
površine S' na koju se naslanja dielektrik relativne dielektrične konstante €, i 
površine S" na koju se naslanja dielektrik relativne dielektrične konstante €,; 


Oti 


S=$S'+S". 

Odavde je: 
$D-dS={D,dScos0 + (D,dScos0 =0, , 
D,$+D,S"= 0,. F 


Iz graničnog uslova određuje se jednakost vektora jačine električnog polja 
E, i E,: 


E, =E, SE, =E, =E. 


Dalje, korištenjem veze između vektora električnog pomjeraja i vektora 
jačine električnog polja: 


D, =£,£, i D, = 8,£,, 
određuje se intenzitet vektora jačine električnog polja: 


£,ES'+e,ES"=0,, 


= ia. = 12 {kV/m). 
€,S'HE€,S 


Na osnovu poznatog intenziteta vektora jačine električnog polja određuje se 
intenzitet vektora električnog pomjeraja u oba dielektrika: 
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_____—_—_————_ OSNOVLEPERI ROSE PE O 


D, =£,E, = 8,E=534 107 (C/m}, 
D, =$,E, = 6,E= 956-10" (C/m'}. 


Na slici 1.90.b prikazani su vektori električne polarizacije P; i P;- OVI 
vektori su istog pravca i istog smjera kao i vektori jačine električnog polja 
E, i E,, te se njihov intenzitet određuje kao: 


P|=D,-D, =28,E(€,, —-1)= 4,25-107 (C/m'}, 
P, =D,—D,=8,E(€,, -1)=8,5:107 (C/m'1. 


b) Gustina površinskih slobodnih naelektrisanja brojno je jednaka intenzitetu 
vektora električnog pomjeraja: 


G'=D, = 5,31-10" (C/m'}, 
o'"'=D, =9,56:107 (C/m}, 


Gustina površinskih vezanih naelektrisanja brojno je jednaka intenzitetu 
vektora električne polarizacije: 


o; =P, =4,25:10" (C/mI, 
o; = P, =8,5-10"{(C/m'}. 


c) Napon na elektrodama kondenzatora iznosi: 
a —_ + 
U, = |E-dl=E-d=601V1. 
1 


Kapacitet kondenzatora IZnNOsi: 


== 0=0,; U=U,|= 3,33-10 " (FI. 
U 
Ako se napon izrazi kao: 
128 Materijali u električnom polju. Kapacitivnost 


OSNOVI ELEKTROTEHNIKE Zbirka zadataka 


O, 
JE £,S'+8,S" 


kapacitet kondenzatora se dobije kao: 


1.91. Na slici 1.91 prikazan je sferni kondenzator, unutrašnje elektrode 
poluprečnika a na kojoj se nalazi naelektrisanje O (O0%0). Između 
elektroda kondenzatora su dva koncentrična sloja dielektrika 
relativnih dielektričnih konstanti €, i €,2. Poluprečnik granične sferne 
površine između ova dva dielektrika je b, a poluprečnik spoljašnje 
elektrode je c. Odrediti: 

a) vektore jačine električnog polja, električnog pomjeraja i 
električne polarizacije 

b) gustine površinskih vezanih naelektrisanja 

c) izraz za potencijal tačaka između elektroda uzimajući da se 
spoljašnja elektroda nalazi na nultom potencijalu 

d) kapacitet kondenzatora 


slika 1.91 


Rješenje: 


Sistem od dvije koncentrične međusobno izolovane metalne sfere, čije je 
međusobno rastojanje malo u odnosu na prečnik spoljašnje metalne sfere 
predstavlja sferni kondenzator. 
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slika L.9I.a slika 1.91.b 


a) Unutar kondenzatora postoje dva vektora jačine električnog polja E {1 


E,, u sredini relativnih dielektričnih konstanti €, i €2, respektivno, kao i 


dva vektora električnog pomjeraja Di D,. U unutrašnjosti sfemog 
kondenzatora električno polje je radijalno. Vektori jačine električnog polja i 
električnog pomjeraja su normalni na graničnu površ, tako da se može 
primjeniti slijedeći granični uslov: 


B.=Di 5 DD =D. 


Vektor jačine električnog polja u kondenzatoru postoji samo u prostoru 
između dvije elektrode, odnosno u dijelu gdjeje ax rx c. 


Vektor električnog pomjeraja određuje se primjenom Maksvelovog postulata 
na sferu površinu poluprečnika r, koja se nalazi u prostoru između lopti i 
koncentrična je sa elektrodama. Na slikama 1.91.a i 1.91.b prikazane su 
sfere (isprekidana linija) na koje se primjenjuje Maksvelov postulat za 
određivanje vektora električnog pomjeraja ) 1 D, : 


$PD-ds=%0 za aKrIcCe. 
S 


Vektor električnog pomjeraja je kolinearan sa vektorom normale Ti na 
zatvorenu površinu, a količina naelektrisanja koja je obuhvaćena ovom 
sferom je naelektrisanje unutrašnje elektrode O, tako da električni pomjeraj 
D iznosi: 
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D= 


(C/m2l. 


4rr? 
Intenzitet vektora jačine električnog polja E, IZNOSI: 


_D,__D O 
E == —=——— |V/m}| a axrxb. 
£, €9t 1 41E,€,,1 


a unutar dielektrika relativne dielektrične konstante €;, intenzitet vektora 
jačine električnog polja E, je: 


E, = —=——=—-— |V/m)| za. bxrxc. 


Unutar dielektrika relativne dielektrične konstante €,, intenzitet vektora 
električne polarizacije P,, iznosi: 


O 


P, =D,-D, =8,E,(€,, REN 
rl 


(s, I)IC/m'|, za axrxb, 


a unutar dielektrika relativne dielektrične konstante €,, intenzitet vektora 
električne polarizacije P, , iznosi: 


P,=D,-D, =8,E,(£, -14=—— (6, -A)EC/m} za b=rzC. 


r2 


b) Gustine površinskih vezanih naelektrisanja brojno su jednake intenziteta 
vektora električne polarizacije. U dielektriku relativne dielektrične konstante 
€n određuje se gustina površinskih vezanih naelektrisanja +0m, a u 
dielektriku relativne dielektrične konstante €2. određuje se gustina 
površinskih vezanih naelektrisanja +0p2, slika 1.91.c. Zbog sfernog oblika 
kondenzatora intenziteti gustina površinskih vezanih naelektrisanja -Or i 
+0P, unutar jednog dielektrika nisu isti, -6P:4+Op; odnosno -6p2:£ +0P2, pa je 


O 


41,2, 


r(t, -1)(C/m?}, 


(t, -L), YOp = ATE, 


0 
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e 


41€,,b? 


(€., 1); 6 


-G = 
ik ANE 


slika L9l.c | 


c) Zbog postojanja dva dielektrika između elektroda sfernog kondenzatora, 
odnosno postojanja dva vektora jačine električnog polja izraz za potencijal 
tačaka između elektroda moguće je odrediti za dva slučaja: 


Prvi slučaj: tačke za koje se određuje potencijal, nalaze se unutar dielektrika 
relativne dielektrične konstante €,,, odnosno za b£ rx c. Tada je 


MR ME e_ (1 1 
v=fa-u=fir=il=|1,dr= 7 5—{({-{}m 


Drugi slučaj: tačke za koje se određuje potencijal, nalaze se unutar 
dielektrika relativne dielektrične konstante £,, odnosno za a£r=Xb. Tada 
je 


d) Da bi se odredio kapacitet ovog sfernog kondenzatora neophodno je 
odrediti napon na elektrodama kondenzatora: 
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c b c c 
U={E-d={/E, 4+{8, u =dr=d|={E,-a+{E, -dr= 
a b a b 


O (MK ez R 
4188 E Pre i)ivi. 
O 
42) U; 2) 
41€£,€, \a_— b + AnE,E, bc 


_ 416 ,€,€,,abe 
 a(c—b)e,, +c(b—a)e,, 


IFI. 


1.92. Oko provodne, pozitivno naelektrisane lopte poluprečnika a, nalazi se 
sloj homogenog  dielektrika = električne susceptibilnosti— y,, 
poluprečnika b, slika 1.92. Odrediti električno polje unutar dielektrika. 


slika 1.92 slika 1.92.a 


Rješenje: 


Usljed djelovanja električnog polja naelektrisanja na lopti, dielektrik se 
polarizuje. Zbog simetrije vektori električnog polja E i električne 
polarizacije P biće radijalni u svim tačkama, slika 1.92. Vektor normale 
Ti, na spoljašnjoj i unutrašnjoj površini lopte od dielektrika usmjeren je iz 
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dielektrika, slika 1.92. Uticaj dielektrika svodi se na električno polje koje 
stvaraju dva sloja vezanih površinskih naelektrisanja. Jedan sloj se nalazi uz 
površinu provodne lopte i suprotnog je znaka od naelektrisanja na lopti. 
Drugi sloj vezanih naelektrisanja je na spoljašnjoj površini dielektrične lopte 
i istog je znaka kao naelektrisanja na provodnoj lopti. Na drugim mjestima 
nema vezanih naelektrisanja, a suma svih naelektrisanja mora biti jednaka 
nuli, jer je svaki od dipola u dielektriku električki neutralan. Ova dva 
naelektrisanja su, prema tome, iste apsolutne vrijednosti. 


U svim tačkama unutar dielektričnog sloja, električno polje ima dvije 
komponente: komponentu Eo koja stvara naelektrisanje O i komponentu Ew 
koju stvaraju vezana naelektrisanja +O, i —-0O. Smjerovi ove dvije 
komponente polja prikazani su na slici 1.92.a. 


U tački A, vektor jačine električnog polja je: 


(a) = Eo(a) + E oa), 


i 


odnosno 
O 0; 
E (A) — Katar) 
Ane ,a= NE a 


Komponenta električnog polja nastala od vezanog naelektrisanja O; 
predstavlja intenzitet vektora polarizacije: 


0, _{Sy,(A}_P(A). 


2 
4ne,a €0 £4 


Intenzitet vektora polarizacije može se predstaviti preko intenziteta 
električnog polja i električne susceptibilnosti: 


P(A)=2,x.E(A). 


Na osnovu ovoga, intenzitet vektora električnog polja u tački A je: 


O PA 
Ea) = Ž š 
4n€,a €0 
0 
E + X.E(a) = : 
(A) U) de,a? 


am TD RELAŠT NDA ma  RTE 
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odnosno 


GP; IE 
(A) Ane,(1+x, a" 


Veza između intenziteta vektora polarizacije i gustine površinskih vezanih 
naelektrisanja je: 


Xe O = Ke 


P =-0 =E E = —— = 
(A) pla) 7 Žoke (a) 1+x, Ana? 1+%, 


Ukupna gustina površinskih naelektrisanja na lopti jednaka je: 


G 


GOG + O (A) "JE 


Ukupna količina naelektrisanja na površini provodne lopte i uz nju vezanih 
naelektrisanja je: 


Analo___ 0 
1+%, 1+%. 


O skupno = lo FO (A) hma? = 


Intenzitet vektora električnog polja u dielektriku, za a£r=b je: 


O 


WC Ane,(1+ Ke )r? I 


Suma (1+%,) naziva se relativna dielektrična konstanta ili relativna 
permeabilnost i obilježava se sa €,, 


£,=1+%,. 


1.93. Nacrtati linije vektora električnog pomjeraja D za dva duga 
provodnika kružnog poprečnog presjeka, koji su naelektrisani istim 
gustinama podužnog naelektrisanjima, ali suprotnog znaka. 


- Rješenje: 


Linije vektora električnog pomjeraja D, definišu se slično linijama vektora 
električnog polja E, kao zamišljene linije na koje je vektor D u svim 
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tačkama vektor pravca tangente. Ako se zamisli jedna cjevna površina koju 
čini skup linija vektora D', kao na slici 1.93, koja se proteže od pozitivnog 
ka negativno nalektrisanom tijelu, ovakva cjevna površina se naziva tuba 
fluksa vektora električnog pomjeraja D. Tuba fluksa vektora D se na 
površini pozitivnog i negativnog provodnika naslanja na određene količine 
naelektrisanja O; i 05. 


slika 1.93 


Da bi se dokazalo da su količine naelektrisanja O; H 02 iste, potrevno je 
primijeniti Gausov zakon. Gausov zakon se primjenjuje na zamišljenu 
zatvorenu površ, sastavljenu od površ tube fluksa S, i površi S; 1 $2 koje 
zatvaraju tubu. Površi S, i S2 se nalaze unutar provodnih tijela, tako da je 
fluks vektora D kroz površi S, i S jednak nuli. Fluks vektora D kroz površ 


S, takođe jednak je nuli, jer je vektor D tangentan na površ S. 


Na osnovu uopštenog Gausovog zakona dobija se: 


$DdS= 9,0, 
S 


$Dds+$Dds+PDds=0 A 3,/0=0,+0,. 
S, s, S, 


Odavde je: 
O, = -0, ; 


Na osnovu ovoga, tuba fluksa vektora PD se "oslanja" na jednake količine 
naelektrisanja suprotnog znaka. 


U dielektriku između naelektrisanih provodnih tijela nema naelektrisanja, 
tako da je fluks vektora D kroz svaki presjek tube isti. 
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Da bi se lakše nacrtala slika polja, svaka tuba se zamijeni jednom linijom 
vektora D, i to onom koja ide duž ose tube. Na taj način dobija se slika 
linija vektora D , koja ima osobinu da su linije gušće tamo gdje je intenzitet 
vektora električnog pomjeraja veći, i obrnuto. Ove linije se završavaju na 
istim naelektrisanjima suprotnog znaka. 


slika 1.93.a 


Na ovaj način dobija se informacija ne samo u smjeru nego i o intenzitetu 


vektora električnog pomjeraja D, jer je gustina linija proporcionalna gustini 
površinskih naelektrisanja na provodnom tijelu. 


Na slici 1.93.a, punim linijama su nacrtane linije vektora D za dva duga 
provodnika kružnog poprečnog presjeka, naelektrisana istim podužnim 
naelektrisanjima suprotnog znaka. Slika predstavlja poprečan presjek 
sistema. Isprekidanim linijma su nacrtane ekvipotencijalne linije, pri čemu je 
između svake dvije susjedne ekvipotencijalne linije ista potencijalna razlika. 


Linije vektora električnog pomjeraja i ekvipotencijalne linije su normalne 
jedne na druge. 


1.94. Na slici 1.94 prikazan je cilindrični kondenzator visine h, 
poluprečnika unutrašnje elektrode a koja je naelektrisana sa 
pozitivnim naelektrisanjem O. Poluprečnik vanjske elektrode je c. 
Unutar kondenzatora nalaze se dva dielektrika, relativnih dielektričnih 
konstanti €; i €,. Cilindrična granična površina između ova dva 


dielektrika je poluprečnika b. Odrediti podužnu kapacitivnost 
kondenzatora. 
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slika 1.94 


Rješenje: 
Cilindrični kondenzator predstavlja sistem od dva šuplja koaksijalna metalna 
cilindra (elektrode) kružnog presjeka i dužine koja je relativno velika u 


odnosu na prečnik spoljašnjeg cilindra. 


Podužna kapacitivnost kondenzatora predstavlja odnos gustine podužnog 
naelektrisanja i napona na elektrodama kondenzatora. 


Gustina podužnog naelektrisanja O' predstavlja odnos ukupne količine 
naelektrisanja O na visini h (dužini {) kondenzatora. 


2 
=. 


Napon na elektrodama kondenzatora određuje se pomoću izraza: 
U={E-d. 


Unutar kondenzatora, u dielektriku relativne dielektrične konstante €£,1 
postojaće vektor jačine električnog polja E,, a u dielektriku relativne 
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dielektrične koristante €2 postojaće vektor j jačine električnog polja E,. 


obzirom na cilindrični oblik unutrašnje elektrode unutar EM 
raspodjela polja je radijalna, što je prikazano na slici 1.94.a. 


slika 1.94a 


Zbog postojanja dva vektora jačine električnog polja, napon na elektrodama 
kondenzatora određuje se kao: 


b 
U={E,. 


Na graničnoj ravni između dva dielektrika relativnih dielektričnih konstanti 


En 1 €p, normalne komponente vektora električnog pomjeraja D { D, su 
međusobno jednake i neprekidne: 


D,=D, eD,=D,=D. 


slika 1.94.b 


Vektori jačine električnog polja i električnog pomjeraja su kolinearni, leže 
na pravcu koji je normalan na omotač elektroda i usmjereni su od unutrašnje 
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pozitivno naelektrisane elektrode ka spoljašnjoj negativno naelektrisanoj 
elektrodi. Za određivanje intenziteta jačine električnog polja potrebno je 
primjeniti Maksvelov postulat na zatvorenu površ 


$D-ds=},0. 


Zbog oblika elektroda uzima se zatvorena cilindrična površ poluprečnika r 
(axrxc), koaksijalna sa elektrodama (slika 1.94.b). Ukupno naelektrisanje 
zatvoreno ovom površi jednako je naelektrisanju elektrode O, a fluks vektora 


električnog pomjeraja D postoji samo kroz površinu So omotača cilindra. 
Kroz površine S, i S2 fluks vektora električnog pomjeraja D jednak je nuli 


obzirom da je ugao između vektora električnog pomjeraja D =1 vektora 
normala površina S, 1 S jednak 1/2. Dakle, 


{DasScosZ(B,i,)=0, 
So 


Unutar dielektrika relativne dielektrične konstante €., intenzitet vektora 
jačine električnog polja E, iznosi: AG 
D,__D O' 


E == = (V/m} za axrxb, 
21NE,€,,1 


a unutar dielektrika relativne dielektrične konstante €., intenzitet vektora 
jačine električnog polja E, iznosi: 


E, = =——= —— |V/m| za = bsr£c. 


Na osnovu poznate raspodjele polja određuje se napon: 


u-{i, 4+{E, u=lk=d|={E, dr Ji dr, 
a b a b 


"(1,b 1, c 
U= o Žnže time) (VI. 
21E€,\£,, a £, b 
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Nakon određivanja napona na elektrodama kondenzatora određuje se 
podužna kapacitivnost kondenzatora: 


1.95. Odrediti izraz za podužnu kapacitivnost dvožičnog voda za prijenos 
električne energije prikazanog na slici 1.95. 


slika 1.95 


Rješenje: 


Jedan od najviše korištenih sistema za prijenos električne energije je tzv. 
dvožični vod, prikazan na slici 1.95. Ovakav sistem sastoji se iz dva 
paralelna cilindrična provodnika kružnog presjeka poluprečnika R, čiji se 
centri nalaze na rastojanju d. Pod pretpostavkom da su provodnici vrlo 
dugački u odnosu na njihovo rastojanje, može se smatrati da je polje isto u 
svim transverzalnim presjecima (planparalelno polje), osim u blizini samih 
krajeva. U tom slučaju vektor jačine električnog polja nema komponente 


paralelne osi voda, a linije polja leže u transverzalnim ravnima kao na slici 
1.95.a. : 
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slika 1.95.a 


Ako se provodnici naelektrišu naelektrisanjima čija je podužna gustina 
jednaka i suprotnog znaka O'=-O'=O, naelektrisanja će se rasporediti po 
površini provodnika, ali će, zbog privlačnog djelovanja raznoimenih 
naelektrisanja, njihova površinska gustina biti veća na onim dijelovima 
površine provodnika koji su okrenuti jedni prema drugima. Ova pojava se 
naziva efekat blizine. Efekat blizine je utoliko jače izražen ukoliko je 
rastojanje između provodnika d, u odnosu na njihov poluprečnik R, manje. U 
ovom primjeru je d=2R, tako da se ovaj efekat može zanemariti. 


Gustina površinskog naelektrisanja provodnika kružnog presjeka je 
ravnomjerna, tako da je polje jednako polju kojeg stvara linijsko 
naelektrisanje iste podužne gustine smješteno u osi cilindra. 

Jačina polja u nekoj tački M, koja je određena vektorima položaja T; i I, u 
odnosu na ose dva provodnika, jednaka je vektorskoj sumi jačina polja E, i 


E, koji su dati izrazima: 


Prilikom određivanja potencijalne razlike potrebno je uzeti onu liniju duž 
koje je integracija najjednostavnija, a to je linija polja koja se podudara sa 
x-osom. Na slici 1.95.a x-osa prolazi kroz centre transverzalnog presjeka dva 
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provodnika. U bilo kojoj tački ove linije, vektori jačine polja E, i E, su 
vektori kolinearni sa x-osom, tako da se njihovi intenziteti mogu sabrati: 


o' o' 


E=E,+E, = = 
Kata 21E,x  2ne(d—x)" 


Potencijalna razlika između provodnika je: 


Podužna kapacitivnost dvožičnog voda, pri de=R, odavde se računa kao: 


OM | E 
c=2_ 25 (EJ 


Iln— 
"R 


1.96. Definisati broj slojeva izolacije u zavisnosti od napona U i 
maksimalne električne čvrstoće Ex, kapacitivnog = uvodnika 
prikazanog na slici 1.96. 


VIŽZLSTLILLZZŽLUZI 


IO 5 829 4545 47:141 
ULL/ŽIŽZLŽLIZS_ trake od 
BANA \Sfr = di i 
7 ielektrika 


slika 1.96 
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Rješenje: 


U slučaju potrebe provlačenja provodnika koji se nalazi na visokom 
potencijalu kroz zid, koji je na potencijalu zemlje, koristi se kapacitivni 
uvodnik. Poprečni presjek uvodnika prikazan je na slici 1.96. Oko 
provodnika se prvo stavlja sloj izolacije debljine a i širine d;. Preko toga se 
stavi tanka provodna folija, pa opet sloj izolatora, ali uži (širine d;), pa opet 
provodna folija itd. Ovakvih slojeva može biti više. Na slici 1.96 je prikazan 
kapacitivni uvodnik sa 4 sloja. 


Debljina i vrsta traka od dielektrika je ista. Cilj je odrediti njihove širine d;, 
d,, d; i da tako da jačina električnog polja u svakoj traci bude približno ista, 
da bi uslovi za proboj dielektrika u svim tačkama bili isti. Debljina 
dielektrika a je mala tako da se svaki sloj dielektrika sa dvije provodne folije 
uz njega može smatrati kao kondenzator približne kapacitivnosti: 


2%1(R + ka)d; 
RAME 
a 


, k=1,2,34. 


k 


Ovi kondenzatori između provodnika pod naponom i zida vezani su na red, 
tako da je količina naelektrisanja na njihovima oblogama ista. Pošto je 
debljina dielektrika a ista za sve kondenzatore, jačina električnog polja u 
njima biće ista ako su naponi na njihovim krajevima isti. Naponi će biti 
jednaki ako su sve kapacitivnosti Cx iste. 


Na osnovu ovoga, približno ista jačina električnog polja u svakom dijelu 
kapacitivnog uvodnika se ima ako je: 


" R+4a 


sd, k=1,2,3: 

kk R+ka ? 

Širina najužeg sloja d, treba da bude nešto veća od širine zida. Broj slojeva 
se određuje na osnovu napona provodnika, i debljine i čvrstoća 
upotrijebljenog dielektrika. 


Ako je Ex maksimalna električna čvrstoća dielektrika, U napon provodnika 
prema zemlji i neka kapacitivni. uvodnik ima n slojeva tada jačina polja u 
svakom sloju 


E=—, 
na 


mn I LED ta En a PTT 
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može biti najviše jednaka E,ax- Na osnovu toga broj slojeva mora biti: 


1.97. Između dvije naelektrisane paralelne ploče A i B ubačena je paralelno 
metalna ploča debljine č, u proizvoljnom položaju, slika 1.97. Da li će 
se promjeniti jačina električnog polja između ploča A i B? 


slika 1.97 
Rješenje: 


Prije ubacivanja metalne ploče između ploča A i B jačina električnog polja 
je iznosila: 


Ubacivanjem metalne ploče debljine 6, između ploča A i B jačina polja 
IZNOSI: 


U V=V 


S Pe ei, SEN = 
2 dA4-0 d-8 


Nakon uspostavljanja elektrostatičke ravnoteže, električno polje unutar 
metalne ploče debljine 8 biće jednako nuli, tako da je E,sE,. 


1.98. Dvije paralelne metalne ploče u vazduhu, £o, priključene su na napon 
U, slika 1.98. Zatim se između njih ubaci ploča debljine b od 
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dielektrika dielektrične konstante €x.=2, slika 1.98.a..Kakav je odnos 
jačine električnog polja u ubačenom dielektriku i u vazduhu u odnosu 
na električno polje prije ubacivanja dielektrika. 


slika 1.98 slika 1.98.a 
Rješenje: 


Prije ubacivanja dielektrika između metalnih ploča, jačina električnog polja 
je iznosila: 


Poslije ubacivanja dielektrika između metalnih ploča, napon između njih je 
ostao isti: I o 


U=E, a+E, b. 
Na granici dva dielektrika vrijedi uslov: 
£,E, = 2€,E,,. 


Rješavajući gornje jednačine po E, i E,, dobija se 
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Iz izraza za jačine električnih polja E, i E, može se zaključiti da je: 


E,=E, 


E; SE: 


1.99. Na slici 1.99 prikazan je naelektrisani dvožični vod paralelno 


postavljen provodnoj ravni. Nacrtati linije električnog polja ovakvog 
sistema. 


slika 1,99 


Rezultat: Linije električnog polja prikazane su na slici 1.99.a. 


slika 1.99.a 
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1.100. Metalna lopta poluprečnika R. naelektrisana površinskom gustinom 
naelektrisanja o, nalazi se u blizini dvije provodne poluravni, kao što 
je prikazano na slici 1.100. Odrediti električno polje u tački A. 
Provodne poluravni zaklapaju ugao od 1/2. Zanemariti efekat blizine. 


slika 1.100 


- 20R'(45-25) 
Rezultat: E, = sed J(V/m) 
0 


1.101. Pozitivno tačkasto naelektrisanje O nalazi se na udaljenosti d, i d;, od 
provodnih poluravni, kao što je prikazano na slici 1.101. Odrediti silu 
kojom provodne poluravni djeluju na naelektrisanje O. 


slika 1.101 
Rezultat: 
2 ; d 1d|- d 1 
F= _ — 7 d+ F ge PIJINI 
TE (laž +d}) = A (a+) 9; 
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1.102.U okolini beskonačne provodne ravni sa slike 1.102, nalazi se kugla 
od dielektrika naelektrisana zapreminskom gustinom naelektrisanja 
p(r)=8,856c"{(fC/cm}|, (c dimenziona konstanta). Odrediti intenzitet 
polja u centru kugle. Kugla poluprečnika R=4{cm| nalazi se u 
vazduhu. Zanemariti efekat blizine. 


slika 1.102 


Rezultat: H,=32 {(nV/m} 


1.103.Iznad neograničeno duge provodne ravni sa slike 1.103, na visini h; 
nalazi se tanki kružni disk poluprečnika R, ravnomjerno naelektrisan 
površinskom gustinom naelektrisanja o (o20). Disk se nalazi u 
vazduhu. Odrediti napon između tačaka A 1 B. Poznato je h;=h,=h;=R. 


slika 1.103 


Rezultat: U, = —R(2+10+45- 172) IVI 
IH 
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1.104.Može li polje polarizovanog dielektrika u potpunosti kompenzirati 
vanjsko električno polje. 


Rezultat: Ne može. 


1.105.U dielektriku dielektrične konstante € postoji homogeno električno 
polje intenziteta vektora jačine električnog polja E, slika 1.105. U 
dielektriku postoji tanka šupljina, slična igli, koja je paralelna linijama 
vektora polja £. Odrediti intenzitet vektora jačine polja u šupljini. 


slika 1.105 


Rezultat: 


Intenzitet vektora jačine polja u šupljini jednak je intenzitetu vektora 
jačine električnog polja u dielektriku. 


1.106.U dielektriku dielektrične konstante € postoji homogeno električno 
polje intenziteta vektora jačine električnog polja E, slika 1.106. U 
dielektriku postoji pljosnata tanka šupljina, slična metalnom novcu, 
koja je normalna na linije vektora polja E. Odrediti intenzitet vektora 
jačine polja u šupljini. 


L 


slika 1.106 
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Rezultat: 


Intenzitet vektora električnog pomjeraja u dielektriku 1 šupljini je isti. 


D 
Intenzitet vektora električnog polja u dielektriku iznosi E = = a intenzitet 


D 

vektora električnog polja u šupljini je E, "_ Odavde slijedi da je 
0 

intenzitet vektora električnog polja u šupljini €, puta veći od intenziteta 


(2 
vektora jačine električnog polja u dielektriku, E = 1 P! 
"U 


1.107.Pozitivno tačkasto naelektrisanje na slici 1.107, nalazi se u centru 
sferne ljuske od dielektrika dielektrične konstante €, unutrašnjeg 
poluprečnika R; i vanjskog poluprečnika R;. Odrediti za svaku 
sredinu električno polje E, električni pomjeraj D, električnu 
polarizaciju P i potencijal V. 


(1) 


slika 1.107 
Rezultat: 
zaržk, 
O O 
E, = V/m; V = VI; 
! rm ZE Ii" ! 
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OSNOVI ELEKTROTEHNIKE 2DIKO ATM 


zaR,=r=R, 
1 1 O 
E, = = u V, = = -) Iv: 
Aner' lm Ane,\r_ R,; A4ne,R, 
CI f 1 \OT(C 
D, = 25} (2); (ee 
4rr'|m £,)%e LM 
zar=R, 


1.108.Oko kugle od izolacionog materijala ravnomijermo naelektrisane 
gustinom zapreminskog naelektrisanja p nalazi se plašt od izolatora 
koji nije naelektrisan, slika 1.102. Odrediti vektor jačine električnog 


polja, vektor električnog pomjeraja i vektor električne polarizacije u 
prostoru kugla, plašt i okolni prostor. 


slika 1.108 
Rezultat: 
za Orka I 
£ Pr_- a -Pozjomg po = 81052 joiii 
E, = 1,(V/m)} D,=—rKWIC/m1 P; = prijlC/m 
38664 3 3€, 
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za a=r=b I 

£, = Lat (V/m) D, = Pi E(C/mI 
P, = = pa Z(C/m') 

za ržb 


3 3 
E, = a -%4{V/ml_ = D; = a £ (C/m'l P; = OB (C/m| 
3€E, 1 3r 


1.109.Dva beskonačno duga pravolinijska cilindra od izolacionog materijala 
sa slike 1.109, naelektrisana su konstantnom zapreminskom količinom 
naelektrisanja p i -p, osim u prostoru zajedničkom za oba cilindra. 
Rastojanje između osa cilindra je d. Odrediti vektor električnog 
pomjeraja u prostoru koji je zajednički za oba cilindra. 


H 
I 
I 
U 
U 


slika 1.109 


Rezultat: D = mm i (C/m'j 


1.110. Kapacitet pločastog kondenzatora datog na slici 1.110, sa vazdušnim 
dielektrikom iznosi Cy=100(pF|). Elektrode kondenzatora su oblika 
pravougaonika stranica a=20(cm| i b, a nalaze se na međusobnom 
rastojanju d=2(mm|. Između elektroda kondezatora je ubačena 
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dielektrična ploča relativne dielektrične konstante €=5 i dielektrične U U 
čvrstoće E,=200{kV/cm}). Ploče kondenzatora su naelektrisane : Rezultat: a) E --|}} D=€,€ || C | 
količinom naelektrisanja |Of=2{HC|. Smatrajući da je dielektrična di{m ' d |m" 
čvrstoća vazduha Eo=30IkV/cm| odrediti do koje visine X se smije — U, C 
izvući dielektrična ploča, a da ne dođe do proboja kondenzatora. bo, =P= (6, — 1) Firi 
c)xX= Im) 
2£,€, U 
d oc= Ljeti vi. El 
(1+e, )d m 


| 1.112. Cilindrični kondenzator dužine !, unutrašnjeg i vanjskog poluprečnika 
) Ri i R;, respektivno, ispunjen je dielektricima dielektrične konstante 
! €1 1 €2, kao što je prikazano na slici 1.112. Odrediti kapacitivnost 
) kondenzatora. 


slika 1.110 


Rezultat: x=5 fcm| 


1.111. Prostor između paralelnih ploča kondenzatora dimenzija a i b, koje se 
nalaze na međusobnom rastojanju d, djelimično je ispunjen 
dielektrikom dielektrične konstante £,, kao što je prikazano na slici 
1.111. Napon na krajevima kondenzatora je Up. Odrediti 

a) jačinu vektora električnog polja E i električnog pomjeraja D 

b) vezane količine naelektrisanja 

c) udaljenost x, tako da elektrostatička energija obje oblasti bude ista | 

d) gustinu površinskog naelektrisanja na pločama kondenzatora za 
određeno x u dijelu zadatka pod c. 


1.113.U unutrašnjosti koaksijalnog kabla, oko provodnika poluprečnika 


a | = U, | 0,4{cm| nalaze se dva sloja od dielektričnog materijala dielektričnih 
konstanti €1=3,2 i €272,6, sa dielektričnim čvrstoćama 25-10%(V/m| i 
- I 20-10"(V/m|), respektivno, kao na slici 1.113. Da bi se izbjegao proboj 

j —| 3 ; 


dielektrika, maksimalni intenzitet električnog polja u izolatorima ne 
SSR LEE više od 25% njihove dielektrične čvrstoće. Kabal je 
| | predviđen da radi na naponu 25 KY. Odrediti poluprečnik vanjski 

slika 1111 i provodnika. S! Pe 


nie a Pre a SEE 2 Na SE S 
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slika 1.113 


Rezultat: R3=0,832 {cm| 


1.114.Između elektroda sfernog kondenzatora postavljen je dielektrik 
relativne dielektrične konstantne £,, kao na slici 1.114. Poluprečnici 
elektroda kondenzatora su a i b, a naelektrisanje unutrašnje elektrode 


je O (020). Odrediti gustine površinskih slobodnih i vezanih 
naelektrisanja. 


G 


slika 1.114 


Rezultat: 


Gustine površinskih slobodnih naelektrisanja na unutrašnjoj elektrodi su: 
1__0 


—1+€, 2ma?' 


G, 
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_—% 0 


GE : 
2 {+E, 2ma" 


Gustine površinskih vezanih naelektrisanja na unutrašnjoj elektrodi su: 


Cy, =0, 


1+€, 2ma? 


Gustine površinskih vezanih naelektrisanja na spoljašnjoj elektrodi su: 


-1 
ZN. 


G, = " 
2 1+€, 2nb? 


1.115.Unutrašnjost koaksijalnog kabla sa slike 1.115, ispunjena je tečnim 
dielektrikom relativne ditelektrične konstante €,=3. Za koliko se 
promjeni podužna kapacitivnost kabla ako tečni dielektrik iscuri do 
pola iz kabla. Kabal je horizontalno položen. 


slika 1.115 


M PA 
Rezultat: C, = 7" 


1.116. Između elektroda vazdušnog cilindričnog kondenzatora prikazanog na 
slici 1.116, unutrašnjeg poluprečnika a=1{crn| i vanjskog poluprečnika 
b=4{crn|, umetnuta je, koncentrično sa elektrodama, metalna 
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nenaelektrisana cijev, unutrašnjeg poluprečnika c=2{cm| i debljine d. a) dielektričnu konstantu vanjskog dielektrika €,, 1 debljine 
Odnos podužnih kapaciteta kondenzatora prije i poslije ubacivanja slojeva d; i d;, tako da najveća jačina električnog polja 
metalne cijevi je C/C,;'=0,72. Odrediti debljinu d umetnute cijevi. unutrašnjeg sloja debljine d;, bude jednaka najvećoj jačini 


električnog polja vanjskog sloja debljine d2, a najmanja jačina 
električnog polja unutrašnjeg sloja bude jednaka najmanjoj 
jačini električnog polja vanjskog sloja 

b) kapacitet kondenzatora. 


slika 1.116 
Rezultat: d=0,94 (cm) 


1.117.Na slici 1.117 prikazan je sferni kondenzator sa poluprečnikom 


unutrašnje elektrode R, i poluprečnikom vanjske elektrode R;. Prostor slika 1.118 
između je ispunjen dielektrikom dielektrične konstante €. Odrediti P 
kapacitet kondenzatora. I Rezultat: a) £2=2,5 d;=4,14 (mm| d;=5,86 (mm| 


b) C=7,864 (pC| 


1.119. Metalna lopta na slici 1.119, poluprečnika a nalazi se u dielektriku čija 
se dielektrična propustljivost kao funkcija udaljenosti od centra lopte 
može opisati izrazom € = £, (1 +a/ r), rza. Odrediti izraz za kapacitet 
lopte. 

slika 1.117 u 
AneR R, NE = de 
Rezultat: C = ! 
Ry=Rk, Ž 
: 
1.118. Sferni kondenzator sa dvoslojnim dielektrikom poluprečnika unutarnje Stikal.119 
elektrode a=10({mm)}| i vanjske elektrode b=20{mm| dat je na slici 4N1€6. a 
1.118. Relativna dielektrična konstanta unutarnjeg dielektrika je €,,=5. Rezultat: C = 9 {FI 
Odrediti: In2 
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1.120.Kondenzator sa slike 1.120 sačinjavaju dvije koncentrične sfere. 


poluprečnika R; i R2. Prostor između njih je ispunjen dielektrikom : 


relativne dielektrične konstante £, od R; do b (R,xbxR}) i dielektrikom 
dielektrične konstante 2€, od b do R. Odrediti: 
a) električno polje E i električni pomjeraj D u svim sredinama, ako 
"je kondenzator priključen na napon U 
b) kapacitet kondenzatora 


slika 1.120 


£,e,U 
= | R;,£rxR, 
1 1 1 


a= 
a2D=}'{|R; 2b 2R, 


0 za r=R, i (SR, 


U V 
E, = HE R,xrxb 
{1_1_1 Lm 
'{R, 2b_=2R, 
E G H bxrxR 
BFSFR. TV. ME EZa r 
. Ir? l 1 _1 u ' 
'{R, 2b_2R, 


E=0 za rxR, i r=R, 


ANE ,€, = 
bC I 1 7 {FI 
R, 2b 2R, 
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1.121. Sferni kondenzator naelektrisan količinom naelektrisanja O ispunjen 
je sa dva tečna dielektrika relativne dielektrične konstante €,=2 i 
E€p=1, kao na slici 1.121. Odrediti relativnu dielektričnu konstantu 
tečnog dielektrika e3 koji će zamjeniti polovinu zapremine koju 
ispunjava tečni dielektrik £,;. Kapacitet kondenzatora poslije zamjene 
dielektrika poveća se 7/6 puta. 


slika 1.121 
Rezultat: €3=3 
1.122.Odrediti kapacitet cilindričnog kondenzatora dužine {, unutrašnjeg 


poluprečnika a i vanjskog poluprečnika b. Prostor između elektroda 
ispunjen je dielektrikom dielektrične konstante €, slika 1.122. 


slika 1.122 
2nel 
Rezultat: C = — {F| 
b 
ln— 
a 
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1.5. Energija i sile u elektrostatičkom polju 


! 1.123.U pločastom kondenzatoru sa slike 1.123 nalaze se dva sloja 
dielektrika relativnih dielektričnih konstanti €, i €;, debljine d; 1 d, 


respektivno. = Naelektrisanje kondenzatora je O. Odrediti 
elektrostatičku energiju kondenzatora. 


slika 1.123 


Rješenje: 


Elektrostatičko polje je posebno fizičko stanje sredine u okolnom prostoru 
naelektrisanih tijela, koje se manifestuje u pojavi mehaničke sile na druga 
naelektrisana tijela (probno naelektrisanje) koja se nalaze u tom polju. 
Ukoliko se u sredini u kojoj djeluje elektrostatičko polje odigravaju 
energetski procesi, onda se može posmatrati da je svaki dio tog prostora 
nosilac određene količine elektrostatičke energije. Unutar jedinice zapremine 
tog prostora definiše se gustina elektrostatičke energije W': 


I 
wW= 7 E:D-. 
peGO ERA ERE doeti Ke kaje) one U pločastom kondenzatoru sa slike 1.123. djeluju dva vektora jačine 
u" U ubo KOKA NA ss. Odred sastav vazditha. vode i električnog polja (zadatak 1.89) Ei E,, intenziteta: 
pot U kikeline. utvrdio nastajanje ugljik-dioksida fermentacijom i 
djelovanjem = kiseline na mramor, odredio univerzalnu gravitacionu Sen O 
konstantu i srednju specifičnu težinu Zemlje. Pronašao da se preskakivanjem ; "= 
električne iskre kroz vazduh azot oksidira i da tako nastali oksid otopljen u O 
vodi stvara azotrnu kiselinu. Vršio je značajna istraživanja o električnom u 
kapacitetu i potencijalu. Poznat je kao odličan eksperimentator. €,€,,S 
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Gustina =elektrostatičke energije u pojedinim dielektricima = unutar 
kondenzatora je: 


SA 

m. 1 .,, 12 
. Ščla E, 2 £,€,,8? H 
2 

1 Noe Zrak O 
wj=7P4P2r7 2 'k, 2 £,8,S 


Za homogena električna polja, što je slučaj kod pločastog kondenzatora, ima 
se homogena raspodjela elektrostatičke energije koja se određuje kao: 


W=w'V. 


Dakle, u dielektriku relativne dielektrične konstante €1, elektrostatička 
energija W} je data sa: 


a u dielektriku relativne dielektrične konstante €2, elektrostatička energija 
Wo? je data sa: 


9? d 1 9? 


UAE SL dj "= 
WEN NE ejee Sd, 2 8,8,S ? 


Ukupna elektrostatička energija unutar pločastog kondenzatora predstavlja 
sumu elektrostatičkih energija unutar pojedinih dielektrika: 
W=W +W,, 
2 
i 0 10 
ma SEK sea 
2 £,€,5 2 €,€ 1 


4 d d 
ga +). 
2 | 8,€,S £98,5 


Izraz u zagradi predstavlja recipročnu vrijednost kapacitivnosti pločastog 
kondenzatora (zadatak 1.89), to jest vrijedi: 


dd; 


d,; d, 1 
-+ PC 
€£,€,S— £€9%,25 C 
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Dakle, sada se elektrostatička energija pločastog kondenzatora može dati 
izrazom: 


% 
W=Z bh 


1.124.Na slici 1.124 prikazan je naelektrisani oblak čija je zapreminska 
gustina naelektrisanja data kao funkcija rastojanja r, p(r)=2cr(C/m}|, 
gdje je c dimenziona konstanta (C/m'J. Oko naelektrisanog oblaka 
nalazi se sfera sa dielektrikom relativne dielektrične konstante €,=2. 
Odrediti elektrostatičku energiju sistema ako je naelektrisani oblak 
poluprečnika a, a poluprečnik sfere iznosi b. 


slika 1.124 slika 1.124.a 


Rješenje: 


U slučaju nehomogene raspodjele energije, za elementarni dio zapremine 
može se napisati: 


i 
dW = E-D-dV, 


odakle je ukupna energija data izrazom: 


w-l 


EU sed 
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Energija sistema predstavlja rad kojeg treba da izvrše elektrostatičke sile Im 
pomjeranju probnog naelektrisanja od izvora električnog polja do udaljenosti 
koja se nalazi u beskonačnosti: 


S obzirom na različite sredine duž puta kojim se vrši rad, = fo 
odrediti vektore jačine električnog polja u tim sredinama. Na slici 1.124.a 


prikazani su vektori jačine električnog polja E;, E, i E;. 


Izvor ova tri polja je sferno raspoređena gustina zapreminskog naelektrisanja 
p(r), tako da je raspodjela polja u okolnom prostoru radijalna. S obzirom G 
je naelektrisanje pozitivno, vektor jačine električnog polja je usmjeren O 
naelektrisanog oblaka. 


Primjenom Gausove teoreme dobiju se intenziteti vektora jačine električnog 
polja: 


E, =7— za O£rcXa, 


E, = = za acxrxb, 


_— za brzo. 
3 2,1? 


Na osnovu poznate raspodjele električnog polja, elektrostatička energija 
sistema se izračunava kao: 


l } . 
W=1{E-D-av =1{E;-p, av + {|E,:D,:4v+7|E,:D; dV 
Ž Žx; 2 yv 


Dovođenjem u vezu električnog pomjeraja i električnog polja u pojedinim 
sredinama: 


D, = £,E,, 
D, = eE, = €,€,E; = 26,5,, 
D,=8,E,, 

dobije se: 
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W =—{8,E14V +—(28,EzdV +— (eg Ezdv. 
2 MI 2 MM 2 MM 
Uvrštavajući u posljednji izraz, intenzitete pojedinih vektora jačina 
električnog polja i izraz za elementarnu zapreminu: 
dV=4rnr?dr, 


dobije se izraz za elektrostatičku energiju sistema: 
"= "n-a' (2+ 2 U) 
4-:8,\b 7)" 


1.125.Unutar sfere poluprečnika a, slika 1.125, nalazi se zapreminska 
gustina naelektrisanja p(rj=cr"{C/m'1 (c je dimenziona konstanta 
{C/m")), gdje je r rastojanje od centra sfere. Odrediti energiju 


elektrostatičkog polja koja se nalazi unutar sfere. Koliko iznosi 
ukupna energija elektrostatičkog polja? 


slika 1.125 


"Rješenje: 


Da bi se odredila elektrostatička energija prema izrazu: 


1 
W_ =—|:cE'dV, 
e 71" 


neophodno je odrediti elektrostatičko polje. Primjenom Gausovog zakona 
moguće je odrediti polje unutar sfere i izvan sfere. 
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Polje unutar sfere određuje se kao: 


žig = ŽA, 
S $ 


odnosno: 


I 


ANE = EH! Amr "'r'dr, 


£0% 
pa je polje za r=a jednako: 
e c 
= 


Polje izvan sfere određuje se kao: 


£0 
Odnosno: 
I pm seićh 
41'E = — |amr rdr. 
€9% 
Dakle, polje je za iza jednako: 


= 
ca 
= +. 
2E 1 


E 


Poznavajući raspodjelu električnog polja unutar sfere elektrostatička energija 
u sferi W.' iznosi: 


1 0? 1 I E 2A 
!1=— G dr = —£€ Ka JU dr, 
WI! = 00 E amr'dr = 580)| 55, 
2543 
c na 
wW_ = UJI 
6€4 
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Energija polja izvan sfere se računa na slijedeći način: 


Ž 
1_' 1_? 
W? = et, |E'4m'dr=—8, (= ;) 4ru"dr 
a a 0 
SE 
car 
W}?= 7, HI 
E i) 


Ukupna energija elektrostatičkog polja, date zapreminski naelektrisane sfere 
predstavlja sumu energije unutar i izvan sfere: 


2cima? 


WjEWSW SS SU 
(u 


1.126.Posmatra se sferni vazdušni kondenzator, poluprečnika unutrašnje 
elektrode a, i vanjske elektrode b kao na slici 1.126. Polazeći od izraza 
za gustinu energije elektrostatičkog polja pokazati da se energija 
CU? 
2 


sfernog kondenzatora može računati kao W = 


o 


slika 1.126 


Rješenje: 


Zapreminska gustina energije elektrostatičkog polja u vakuumu se određuje 


kao: 

. 2 

€,E 
W = 
2 

Pošto se radi o kondenzatoru, električno polje postoji samo u prostoru 
između elektroda kondenzatora i vektor jačine električnog polja ima 
intenzitet: 
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O 


41E,r" 


Zapreminska gustina energije može se računati prema izrazu: 


€gE" ——_ 
2— 3206 


W = 


Ukupna energija unutar kondenzatora, određuje se kao zapreminski integral 
gustine energije. Integracija se vrši po cijeloj zapremini u kojoj postoji polje, 
odnosno u prostoru između elektroda kondenzatora a-r=b. Prema tome 
imamo da je 


W, ={wav. 
MM 


Element zapremine posjeduje konstantnu gustinu energije. Zapremina sferne 
ljuske poluprečnika r i debljine dr je: 


dV= 4rr'dr, 


pa je energija data sa: 


Kapacitivnost sfernog kondenzatora iznosi: 


= Mod 
SG 


Uvođenjem izraza za kapacitivnost u izraz za izračunatu energiju dobija se: 


1.127.U vazduhu se nalaze dvije provodne sfere poluprečnika a i b, kao na 
slici 1.127. Naelektrisanja sfera iznose 0); i O;. Odrediti energiju polja 
sfera prije i poslije zatvaranja prekidača P. 


Fnerotia i sile u elektrostatičkom polju 


OSNOVI ELEKTROTEHNIKE Zbirka zadataka 


slika 1.127 
Rješenje: 
Pri otvorenom prekidaču P, potencijali sfera su: 


V, = 1. 
TE a 
v_Rh 


2 da 2 
4re,b? 


Energija polja sistema dva naelektrisana tijela količinama naelektrisanja O}; i 
02, koja se nalaze na potencijalima V; i V, se može računati kao: 


1 
WI = (0, gl V,0,), 


odnosno za dati slučaj: 


We ( 22). 


BE, \_a b 


Poslije zatvaranja prekidača P sfere će biti na istom potencijalu, a ukupno 
naelektrisanje sfera se neće promijeniti. Dakle, vrijedi: 


0, +0,=0,+0,, 
0 _0, 


4re,a 41e,b' 


Rješenjem ovog sistema jednačina dobiju se iznosi naelektrisanja koja se 
nalaze na sferama nakon zatvaranja prekidača: 
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O, a+b 


a+b 


2 


Potencijal na obje sfere je: 


0,+0, 
VEDA 
Ane (a+ b) 


Energija polja sfera nakon zatvaranja prekidača je: 


pslto di 
WY (o; +0;)= gre,(a + b) 


1.128. Dvije velike, vrlo tanke metalne ploče naelektrisanja 0. i 02 (0120, 
i o 50) postavljene su u vazduhu paralelno jedna. drugoj kao na slici 
1128. Odrediti elektrostatičke sile kojima ploče djeluju međusobno. 


ZN ee 
! ZFEOLU 
mo EGE 5 
( \ 
| Sa 
NN MNS 
's y" E a" 
slika 1.128 


Rješenje: 


U prostoru oko naelektrisane metalne ploče postojačće SARTR 
raspodjela električnog polja, pri Čemu Je vektor jačine električnog = 
normalan na površ S. Obzirom daje naelektrisanje na ploči pozitivno, vektor 
jačine električnog polja je usmjeren od ploče. Određivanje intenziteta Ovog 
vektora vrši se primjenom Gausove teoreme na zatvorenu cilindričnu površ, 


JE o a ERE Ra i a 
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koja je postavljena tako da su baze cilindra S, i S, (S,;=S;=S) paralelne sa 
metalnom pločom i nalaze se na istom rastojanju od nje (slika 1.128.b). 


slika 1.128.a slika 1.128.b 


Primjenom Gausove teoreme na zatvorenu površ, dobija se: 


, 


f$E.ds= | E.ds+ |E.ds+{B.ds= 2 
H S, 


s, š, £0 


, 


fE-4S-cos0+ (E:48-cost+ {E-4S:cos0 = 
S, Sa 2 S, £0 


Odavde se određuje intenzitet vektora jačine električnog polja: 


O 
2E€,S 


E= 


Metalna ploča (2) biće izložena djelovanju polja E, metalne ploče (1), pa je: 


je: 
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Kada se naelektrisano tijelo nađe u stranom električnom polju, to polje na 
njega djeluje elektrostatičkom silom: 


F=0-E. 


Ploče (1) i (2) naelektrisane su pozitivnim naelektrisanjem, tako da će sile 
koje se javljaju na pločama usljed djelovanja stranog električnog polja biti 
odbojnog karaktera. 


Za određivanje sila posmatra se djelovanje električnog polja na element 
površine. 


Na ploči (2) posmatra se element površine dS, na kome se nalazi količina 
naelektrisanja dO2, na kojeg električno polje E, djeluje silom dF, : 


PJENE 


dE, = 40,'E, =d40, "7; "Ty20' 
0 


Zbog istoimenog naelektrisanja O; i Oz vektor sile će biti usmjeren kao i 
vektor električnog polja E,, dakle u smjeru jediničnog vektora T;,y- 


Ukupna sila £,, dobija se sabiranjem uticaja vektora jačine električnog 


polja E, na cijelu površinu S. Intenzitet sile F,, se određuje kao: 


Na isti način određuje se i sila E, kojom metalna ploča (2) djeluje na 
metalnu ploču (1). Na ploči (1) posmatra se element površine dS sa 
naelektrisanjem dO; na kojeg djeluje vektor jačine električnog polja $; 
silom 


T ova sila će biti, zbog iste vrste naelektrisanja, usmjerena kao i električno 
polje E,, dakle u smjeru jediničnog vektora T,,g- 
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Ukupna sila E; , dobija se sabiranjem uticaja vektora jačine električnog 
polja E, na cijelu površinu S. Intenzitet sile F,, se određuje kao: 
0, 0, 


0, : dO, = i 
2ES 2€,S 


E, = {dE, ={ 


1.129.U homogenom električnom polju jačine E=120 (V/m|, kreće se 
elektron. U električno polje elektron je ušao brzinom vy=10" (m/s čiji 
se pravac i smjer poklapa sa pravcem i smjerom električnog polja, 
slika 1.129. Odrediti rastojanje koje će preći elektron u vakuumu do 
zaustavljanja i vrijeme trajanja kretanja. 


TD ER a jd riža 


slika 1.129 
Rješenje: 


Na elektron koji se kreće u smjeru polja, će djelovati konstantna sila koja ga 
usporava: 


F=eEk. 


Pod dejstvom ove sile kretanje elektrona biće jednako usporeno, definisano 
slijedećim jednačinama: 


V=Vv, zat, 


1, 
Katota ju u 


Brzina elektrona u trenutku zaustavljanja iznosi nula (v=0), te je vrijeme 
kretanja elektrona do zaustavljanja 
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Usporenje elektrona nastaje usljed djelovanja sile električnog polja i dato je 
sa: 


F eE 
de = 
m, m, 


Odavde se određuje vrijeme kretanja elektrona do zaustavljanja: 


Put koji elektron pređe do zaustavljanja iznosi: 


, 


a Pe 
mv, 1eE (g _ MY 


1, 
x=vtoza SVE 2m,\ cE 2eE 


x=2,4- 10%(m). 


1.130.Posmatra se kretanje elektrona sa elektrode K koja je na potencijalu 
nula (Vk=0), ka elektrodi A koja se nalazi na potencijalu Va=20 (VI. 
Na elektrodi A se nalazi mali otvor O, kao na slici 1.130. Poznato je 
d=1 {cm} i b=2{cm|. Potrebno je izračunati: 
a) vrijeme potrebno elektronu da sa elektrode K stigne do elektrode 
A i brzinu elektrona u tom trenutku, 
b) vrijeme potrebno elektronu da sa elektrode K stigne do tačke C 
prolazeći kroz otvor O i njegovu brzinu u tom trenutku. 


K A 
—---— jr 
e€ 
—--= rm root T ad C 
e 
O 
d b 
P| 
slika 1.130 


Rješenje: 


a) Kretanje elektrona sa elektrode K prema elektrodi A sa početnom brzinom 
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vo, Je jednako ubrzano tako da je vrijeme za koje elektron stigne sa elektrode 


K na elektrodu A dato sa: 
2m,d? ; 
= 1—— = 7,54 |ns). 
eVa 


2m,d Va V%xk 
ti = -E= d 


U trenutku udara elektrona u elektrodu A elektron ima brzinu: 


E 
Kas te 26510 |. 
m S 


€ 


b) Brzina elektrona koji je prošao kroz otvor O je konstanta jer na njega ne 
djeluje ubrzanje, te je brzina elektrona u tački C jednaka: 


=V;. 


Vrijeme koje je potrebno da elektron stigne sa elektrode K u tačku C 
predstavlja vrijeme od elektrode K do elektrode A i vrijeme od elektrode A 
do tačke C. Dakle, 


tc =t, +t,. 


Vrijeme potrebno elektronu da dođe sa elektrode A do tačke C iznosi: 


b ! 
t, =—= 7,54 (ns). 
Ve 


Na osnovu ovoga vrijeme za koje elektron dođe od elektrode K do tačke C 
je: 
te = t, +t, = 15,08 {nsl. 


1.131.Elektron se kreće sa nultom početnom brzinom sa elektrode K, prolazi 
kroz rešetkastu elektrodu R i stiže na elektrodu A, slika 1.131. 
Elektrode se nalaze na potencijalima: Vk=0 (VI, Vp=10 (VJ, Va=100 
TV). Rastojanja između elektroda iznose: d;=2 (mm| i d,=1 (crn). 
Izračunati brzinu elektrona pri njegovom prolasku kroz rešetkastu 
elektrodu R i pri dolasku na elektrodu A, kao i vrijeme potrebno da 
elektron pređe cijeli put. 
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slika 1.131 


Rješenje: 


Jačina polja koje postoji između elektroda K_i R, određuje se na osnovu 
razlike potencijala ovih elektroda: 


Smjerovi vektora električnih polja E, i E, su od elektrode A ka elektrodi 
R, odnosno elektrodi K. 


Kretanje elektrona sa elektrode K., nultom početnom brzinom, nastaje uslijed 
dejstva sila polja E,. Ako je trenutak polaska elektrona sa elektrode K, 


početni trenutak ty=0, onda se trenutak prolaska elektrona kroz rešetkastu 
elektrodu R izračunava kao: 


2m,d, 
t= = 2,133 {nsl. 
eE, 


U I S A LA LT NR 
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Brzina kretanja elektrona u tom trenutku iznosi: 


E 
) = Ž-1=1876-10"| | 
m S 


e 
Između elektroda R i A elektron se kreće prema jednačini: 


u 


X= th +vt, 


e 


gdje x predstavlja put (rastojanje) između rešetkaste elektrode R i elektrode 
A. 


Elektron stiže na elektrodu A u trenutku koji je određen jednačinom: 


cE; 


t? +vt_d, =0. 


e 


Rješavanjem ove kvadratne jednačine uz uvažavanje da je vrijeme t?0, 
dobija se: 


t, = 2,562 {(ns|. 
Brzina elektrona u trenutku kada elektron stigne na elektrodu A je: 


eE, X| m 
v, = —t, +v = 5,932-10 sat 
m 


e 


1.132. Sferni_ kondenzator sa slike 1.132, naelektrisanje količinom 
naelektrisanja O=2(nCj. Odrediti: 
a) jačine vektora električnog polja, električne polarizacije i ukupnog 
. električnog pomjeraja, 
b) gustinu površinskog naelektrisanja, 
c) energiju kondenzatora 
Poznato je: R;=1(cm}, R,=2/(cm|), €,=1, €,=2 1 €3=4. 
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slika 1.132 


Rezultat: G 
9 ET me, +e,+0,) 35424" = | 

u €,0 _10" a 

Pi n"(2e, +82 185) Anr? | m? 
€,0 _10" E | 

Sa m?(28,, +€, +£€,) 2mr? Lm" 
H €£,,0 a 10? I C | 

D,7 nr?(2€,, +€p, +£,) nr? | m? 


P;, = £,E(£, — 1)= {C/ m?| 


b_n O(C/ m!?| 


DEN 
Sr = gi (mi) 90 Gai Lie 


o = W=153 |W| 
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1.133.Dvije koncentrične metalne lopte poluprečnika a=1(cm)} i b=2{(cmj, 


prikazane na slici 1.133, naelektrisane su jednakim količinama 
naelektrisanja O=20(nC)}. Prostor između metalnih lopti ispunjen je 
dielektrikom relativne dielektrične konstante €,=3, a izvan metalnih 


lopti je vazduh. Izračunati ukupnu elektrostatičku energiju ovog 
sistema. 


slika 1.133 


Rezultat: W.=3,895{m|| 


1.134.Tri koncentrične metalne sfere sa slike 1.134, naelektrisane su 


količinama naelektrisanja O,=0O, 0,=0O i 05=0. Prostor između sfera 
ispunjen je dielektricima relativnih dielektričnih konstanti £, i 
€n=2€4. Za poluprečnike sfera vrijedi b=3a i c=2b. Odrediti odnos 
elektrostatičkih energija raspodijeljenih u oba dielektrika. 


slika 1.134 
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W 
Rezultat: —— =2 
W, 


1.135. U vakuumu se nalaze dvije koncentrične metalne lopte poluprečnika 
R, i R;, pri čemu je R;xR2, slika 1.135. Lopte su naelektrisane 
količinama naelektrisanja 0,40 i 0,50, gdje je |O,|£|O,|. Odrediti 


elektrostatičku energiju u prostoru između koncentričnih lopti, kao i 
energiju u prostoru izvan lopte poluprečnika R5. 


£, Re 
0, 
$ 
slika 1.135 
(R,-R,)0/ 
Rezultat: W_; = SmeRP UT 
= (0, +0,)" _ (0, -e," 
Wjs=— SG za IM 
BE R, BE R, 


1.136.Polazeći od izraza za gustinu energije elektrostatičkog polja pokazati 
da se podužna energija cilindričnog kondenzatora može računati kao 


W. {cv 
ul) 


Rezultat: Zadatak treba rješavati na isti načina kao i zadatak 1.126, pri 
čemu za element zapremine treba uzeti: dV=2nhrdr. 


1.137.U vazduhu se nalazi sfera poluprečnika R;, naelektrisana 
zapreminskom gustinom naelektrisanja p. Unutar sfere postoji 
ekscentrična sferna šupljina poluprečnika R;, kao na slici 1.137. 
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Rastojanje između centara sfera je c. Odrediti 


energij 
elektrostatičkog polja u šupljini. vj 


slika 1.137 


21p'c'"R} 


Rezultat: W; = ij 
£0 


1.138. Provodna usamljena sfera poluprečnika R=10|cm|, naelektrisana je 
naelektrisanjem 0=10"(C1, nalazi se u vazduhu, slika 1.138. Odrediti 
ukupnu energiju polja, kao i poluprečnik sferne površine u kojoj će se 
nalaziti 50% njenog elektrostatičkog polja. 


GI) 


slika 1.138 


Rezultat: W, = 4,5-10+ {(J| 
R, = 0,2 {m| 


1.139. Dvožični vazdušni vod poluprečnika provodnika a i rastojanja između 
Osa provodnika d, slika 1.139, priključen je na najveći napon pri kome 
Još ne dolazi do pojave korone na površinama provodnika. Izračunati 
podužnu energiju sadržanu u vodu. 


Tee VOZ —————————————__————_—_———————— 
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slika 1.139 


d|J 
Rezultat: W} s = 2ne a "Ex ln H 


gdje je Ex električna čvrstoća vazduha 


ici = 1 ŽIČ ijenos da, svaki 
1.140.Provodnici  izolovanog  dvožičnog  prijenosnog = voda, = SVA 
poluprečnika b nalaze se na rastojanju d, slika 1.140. Pretpostavljajući 

da je D22b i da je napon između provodnika Ug, odrediti silu po 


jedinici dužine na provodnicima. 


slika 1.140 


2UŽNE 
Rezultat: F'= NJEG IN/m1 
D)in | 


1.141.Dvije provodne poluravni na slici 1.141, obrazuju ugao od 1/2. Oblast 
između provodnih poluravni ispunjena je vazduhom. Kroz tačku M 
paralelno provodnim poluravnima prolazi tanki neograničeno dugi 
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provodnik naelektrisan gustinom podužnog naelektrisanja g=2{nC/m|. 
Ako je r=5(cm| odrediti gustinu površinskog naelektrisanja u tački A i 
podužnu silu na opterećeni provodnik. 


slika 1.141 


Rezultat: 0=10,18 (nC/m/} 
F'=508 (NN/m| 


1.142.U pločastom kondenzatoru na slici 1.142 nalaze se dva jednaka 
tačkasta naelektrisanja 0O;; i Op2. Kakav je odnos sila na ta 
naelektrisanja? 


slika 1.142 


Rezultat: F;/F,=1 


1.143. Cilindrični kondenzator poluprečnika elektroda a 1 b, i visine h_ (a=b, i 
a,b=xh) prikazan na slici 1.143, priključen je napon U. Sistem se 
nalazi u vakuumu. Odrediti: 

a) silu F koja djeluje na unutrašnji provodnik, 
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b) ako se unutrašnji provodnik može slobodno kretati, odrediti 
njegovu masu da bi bio u stanju mirovanja. 


slika 1.143 
ne U" 
Rezultat: a) F = b 
ln— 
a 
ne U? 
b) m= 
l zi 
gin = 


1.144. Između paralelnih pločastih elektroda, razmaknutih za d=5 {cra|, vlada 
napon čija je promjena u vremenu data na slici LIMA: Odrediti dužinu 
puta kojeg će preći elektron poslije vremena t=10" (VI, koji je bio 
neposredno uz katodu potencijala V=0 (VI kada je započeo naponski 
impuls. 


AMUVI 


U Ld 
o 100 1sl 
slika 1.144 
Rezultat: x=0,117 (mm) 
I PNE EL TV PEGRE PPATA DET TIU 
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Prilog 1 
KOORDINATNI SISTEMI 
P.1.1. Pravougli koordinatni sistem 


Pravougli ili Dekartov (Renć Descartes, 1596-1650) koordinatni sistem čine 
jedinični vektori i, Jj i k prema slici P.I.I. 


slika P.I.I 


Na slici P.LI prikazan je pravougli koordinatni sistem, položaj tačke i 
jedinični vektori. 


Vektor položaja tačke P sa koordinatama (x,y,z) je 
di baj EEG. 


a za jedinične vektore ij ik vrijedi 


Diferencijalni elementi dužine u smjeru koordinatnih osa su dx, dy 1 dz, a 
element zapremine je dV=dxdydz. 
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P.1.2. Cilindrični koordinatni sistem 


Jedinični vektori a,, 4, i k koji čine cilindrični koordinatni sistem 


prikazani su na slici P.1.2. 


slika P.1.2 


Na slici P.1.2 prikazan je cilindrični koordinatni sistem, položaj tačke i 
jedinični vektori. 
Za jedinične vektore vrijedi slijedeće: 
4, = cosđi + sinoj, 
24, = —sinđi + cosdj, 
= cosOAa, — sinaa ,, 


i 
J= simaa, + cosaa, 


Jedinični vektori £,, a i k zadovoljavaju slijedeće relacije 


Diferencijalni elementi dužine u smjeru koordinatnih osa su dr, rda i dz, a 
element zapremine je dV= rdrdadz. 


a ER Roa 
188 Koordinatni sistemi 


OSNOVI ELEKTROTEHNIKE Zbirka zadataka 


P.1.3. Sferni koordinatni sistem 


Sferni koordinatni sistem čine jedinični vektori a,, 44 i a. Na slici P.1.3 
prikazan je sferni koordinatni sistem položaj tačke i jedinični vektori. 


slika P.1.3 


Odnosi između jediničnih vektora pravouglog i sfernog koordinatnog 
sistema su: 


4, = sinOcosGi + sinOsinotj + cos6k, 
a, = cosB6cosai + cos6sinaj — sinbk, 
a, =—sinai + cosaj I 


i = sinOcosaa, + cosbcosaa, — sinaa,, 


Diferencijalni elementi dužine u smjeru koordinatnih osa su dr, rd6 i 
rsinOda, a element zapremine je dV= r"sinOdrdOda. 
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Prilog 2 
Matematičke formule 


Kompleksni brojevi 


j=v-1, J-a=jya, 
a I, u U st, 
je}, j2a1, Pe, SH, (k=0,1,2,,.-); 
(a+jb)+(c+jd)= (akc)+j(btd); 
(a+jb)-r(a-jb)=242; 
(a+jb)(c+jd)= (ac-bd)+j(ad+bc); 
(a+rjb)(a-jb)= al+b'; 

ac+bd  .bc— ia. 


jb);: j)=Žž—5 + 
(a-+jb):(c+jd) Clad' Ja. SOFI 


Moivreov obrazac 
(cos + jsinp)"=cosno + jsinnP; 


; +2k 
cos + jsinp = COs Wen am + jsi pPL RK :- ; (k=0, 1,..., n-1); 
n 


Svojstva trigonometrijskih funkcija 


Definicija funkcija (a, b katete pravouglog trougla, c hipotenuza, Xi PB uglovi | 


nasuprot a i b, slika P.2.1);: 


(oj 
a 
b 
slika P.2.1 
. a a 
sina = — = cos tga = — = ctgp 
c b 
b 
COSa = a sinp ctga = — = tg 
ć a 
S I PI PE PER 
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Osnovni odnosi: 


sina + cos'a =1 


SING, 
tg = 
COSG, 
COSGA, 
CIgC = — 
sina 
tg -ctga =1 


Znaci funkcije po kvadrantima: 


Kvadrant sina cosa. tg ctga 
I + + + + 
II + - - - 
II - = + + 
IV - + - - 


Vrijednosti funkcija nekih uglova: 


funkcija 


sine, 


Funkcije zbira i razlike 


sinl(a+P)= sina cos + cosa: sinB 
cos(a+B)= cosa- cosB Y sina- sin 
tg +t 
rg(a +) = 0 12B_ 
1+tga- tg 
žale: je ctga: cteB+1 
ctga + cteB 
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Funkcije dvostrukog ugla i funkcije poluugla 


sin2a = 2sinacosa 
Zao a 
sina. = 28sin — COS = 
2 2 
2 UM 
cos2a = cos C— sin 


a ,2a 
COSG, = COS Plilići za 


2 
21ga. 
2a= 
!8 1—tg'a 
2tg j 
tg = a 
1—tg8 — 
Ka ctg'a—1 
SE 2ctga 
a 
ctg? —-1 
cIgaL = 
2ctg — 


(94 
1 + cost = 2cos? U 


: NEKO 
1— cosa = 2sin? 3. 


a 1— cosa. 
tg— = ti 
2 1+ cos. 


Formule za transformaciju 


. G+ 
sina + sinf) = 2sin COS$— 
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; . a+ 
sina, — sin) = 2Cc0s p 


+ SlJG. 
cost + cos) = 2Cc0s GB COS io 


+B op, 28 
2 


cos — cosf) = —2sin ŽĆE sin 
sinacosf) = (sin(x+B)+ sin(a—B)I 
sinasinf = ; (cos(a—B)— cos(a + B)| 
cosacosf = Ž (cos(a + B)+cos(a—B)| 


. I n 
m- sina +n.-.cosa=\m'+n'"- sirl a +arctg :) 
m 


Pravilo o sinusima 
a:b:c= sina: sin: siny 
Pravilo o kosinusima 


a? = bh b+c? —2bc- cosa 
b! =a?" +c?—2ac cos 
c!=2?+b?—2ab-.cosy 


b{ +c{—a? 

COSA = 
2bc 

a" +c{—b? 

cos) = 
Zac 

PAGE a"+b?{—c? 
; 2ab 


Pravac 


Eksplicitni oblik jednačine pravca 


y=kx+n 
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dje je: I | 
j k=tga - koeficijent pravca (tangens ugla kojeg gradi pravac sa 
pozitivnom dijelom x-ose) 
n— odsječak na osi y 
Jednačina pravca kroz jednu tačku (X1, y1): 
YoJi =a(x—x;) 


Jednačina pravca kroz dvije tačku (X1, yi) i (X2 92); 


—_ = 9271 -X 
y= Yi a ) 


Kružnica 

Središnja jednačina kružnice: 
x1+y2= r? 

Opšta jednačina kružnice: 
k-pf+(y-a} =" 

Infinitezimalni račun 


Derivacije jednostavnih funkcija 


arcteX 
X 


na Matematičke formule 
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y(X) yG) y(x) y(X) 
1 2 
x2 NE SECX sinxsec"x 
e" e" CSCX - COSKCSC?X 
a" a"lna shXx chx 
1 
In|x| x chx shx 
log,e X 
log,x = thx Eh 1—th'x 
sinx COSX cthgx Sk. 1—cth'x 
I 1 
COSX - sinxX Ah 
arshx Kao 
, Na pkikt EKJET 
gx Pls:x 8 archx JELI 
pak a ZijeAj" = 
ctgx SEK cg xX arthx 1—x? 


Derivacija zbira i razlike 


y = u(x)t v(x) tZ(Xx) PD y'= u'tv'tz' 


Derivacija proizvoda i količnika 


y=u(x):v(x) 5 y'= u'v + uv' 


' v(x) 


Derivacija složene funkcije 


Ako je 


y=AKu) i u=g(x) 


tada je 


Elektrostatika 


u(x) ;,_u'v-uv' 
= — ITD — 


2 


ili y'= 


s. 
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Integralni račun 


Sk dx 
X 
KO = 


" COSXdX = sinxX 


= {gx 


— XX 


Nered = aresin"; a20 


E shxdx = chx 


j X  sin2ax 
cos'axdX =— + 
a 4a 


n—1 
+— | cos""axdx 


{af (x) + bg(x))ax = af f(KJdx +bf g(x)dx 
PAGO g(x)dx = F(x)g(x)— | F(x)g'(x)dx 
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Prilog 3 
Grčka slova 


a alfa 

b beta 

g gama 
d delta 

e epsilon 
Z zeta 

e eta 

t teta 

j jota 

k kapa 

1 lambda 
m mi 
nni 

x ksi 

o omikron 
P pi 

IIO 

s sigma 

t tau 

y ipsilon 
ffi 

h hi 

Ps psi 

o omega 
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Prilog 4 
Decimalne mjerne jedinice i sistemi 


Decimalne mjerne jedinice H sistemi su decimalni dijelovi a dekadski 
umnošci mjernih jedinica, a obrazuju se od mjernih jedinica a 
sljedećih sedam mjernih jedinica van SI sistema: litar, teks, bar, var, vatčas, 
elektronvolt i voltamper, a čija je upotreba zakonom dozvoljena. 


Decimalne mjerne jedinice se dobijaju množenjem mjerne jedinice 
odgovarajućim činiocem iz tablice P.4.1. 


Nazivi i oznake decimalnih mjernih jedinica dobijaju se od SI jedinica 
stavljanjem naziva i činioca ispred naziva ili oznake mjerne jedinice i pišu se 
malim slovima zajedno. 


Primjer: mm — milimetar, dag — dekagram, dalm — dekalumen itd. 


A Sana PR EN PER Kirojčaniti 
imalne mjerne jedinice se primjenjuju za prikazivanje razni I 
Pu u praksi gdje osnovne ili izvedbene jedinice ne bi bile dovoljno 

razumljive u pregledne. 


Npr.: 0,00723{m)=7,23" 10% {m}=7,23{mm} 


Tablica P.4.1 
Tabela činilaca decimalnih mjernih jedinica 


Činioci decimalnih mjernih jedinica za 


decimalne dijelove mjernih jedinica | dekadske umnoške mjernih jedinica 
Naziv Oznaka Vrijednost 
deci d JO 


CYotta) J 
10"=0,000001 10"=1000000 


- Nerimalnea mierne iedinice i sistemi 
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Prilog 5 
Tablice električne čvrstoće i relativne permeabilnosti nekih dielektrika 
Tablica P.5.1 


Električna čvrstoća nekih često upotrebljavanih — dielektrika 
orijentacione vrijednosti 


Materijal Čvrstina Materijal Čvstina 
I (kV/cm) (kY/cm) 
Vazduh Guma 200-400 


Staklo 
Porculan 
Transformatorsko ulje 


400-600 
200 


Tablica P.5.2 
Relativna permeabilnost nekih dielektrika (orijentacione vrijednosti) 


== Materijal Materijal 
Vazduh Guma (razne vrste) 
Transformatorsko ulje Polivinilhlorid 
Liskun 


Parafin 

Parafinisano drvo (hrast) 
Papir 

Papir u ulju 
Pertinaks 


Čista voda (0 C) 
Led (-5"%C) 


Fo EF 


OZNAKE KORIŠTENIH VELIČINA 1 NJIHOVE JEDINICE 


oznaka 


200 


U mom mu mm mm mm S 9gOnNnawzvEsSexonoBrso 


jedinica 
{m| 


{mJ 


naziv 
rastojanje 
rastojanje 
rastojanje 
rastojanje 
elementarna dužina 
elementarna površina 
elementarna količina naelektrisanja 
elementarna zapremina 
naelektrisanje elektrona 
visina 
masa elektrona , 
gustina podužnog naelektrisanja 
rastojanje 
vrijeme 
udaljenost duž x-ose 
udaljenost duž y-ose 
udaljenost duž z-ose 
zapreminska gustina elektrostatičke energije 
rad 
tačka 
tačka 
tačka 
kapacitivnost 
podužna kapacitivnost 
tačka 
električni pomjeraj 
normalna komponenta vektora električnog pomjeraja 
jačina električnog polja 
tačka 
komponenta vektora jačine električnog polja duž x-ose 
komponenta vektora jačine električnog polja duž y-ose 
tangencijalna komponenta vektora jačine električnog 
polja 
elektrostatička sila 
tačka 
komponenta sile duž x-ose 
komponenta sile duž y-ose 
tačka 
tačka 
dužina 


Oznake korištenih veličina 


MI 


PAIAaAAwmDeNrmT Rao? "OLIji bi CE SU ml i la aa lm ZE S SOS NOODOO IV Z 


(m" 
(VI potencijal 
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tačka 
{C/m'| električna polarizacija 
tačka 
(CI naelektrisanje 


(CI količina probnog naelektrisanje 
IC/m| = gustina podužnog naelektrisanja 


(mj površina 
tačka 
(VJ napon 


| zapremina 


energija elektrostatičkog polja 


{m| dužina 


vektor površine 
jedinični vektor duž x-ose 
jedinični vektor duž y-ose 


jedinični vektor duž z-ose 


vektor normale na površinu 
vektor rastojanja 
jedinični vektor rastojanja 


(C/m'} vektor električnog pomjeraja 
(V/ml_ = vektor jačine električnog polja 


(NJ vektor sile 
IC/m'1_ vektor električne polarizacije 
(rad) ugao 
Irad) = ugao 
{m| širina (rastojanje) 


električna susceptibilnost 


{F/m| dielektrična konstanta vakuuma 
{F/m|_— dielektrična konstanta sredine 


relativna dielektrična konstanta 


(WbJ fluks vektora jačine električnog polja 
IC/m'| = gustina zapreminskog naelektrisanja 


rastojanje 


{C/m'} gustina površinskog naelektrisanja 
(cm gustina površinskog slobodnog naelektrisanja 
IC/m| gustina površinskog vezanog naelektrisanja 


ugao 
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